Mivel az els6 transzformacio szerint A képe B, B képe A, és C fixpont,
(1) AC = BC.
Jeloljiik a méasodik transzformécioval 1étesitett hozzarendelést nyillal: ekkor

A— B
B—C
C—D
D—FE
E— A, ésigy

AB — BC
@) BC - CD
CD — DE
DE — EA,
és mivel ez egybevigosagi transzformacio,
(3) AB =BC=CD=DFE = FA.
(2)-ho6z hasonléan kapjuk, hogy
AC — BD
BD - CE
CE — DA
DA — EB,
amibdl
(4) AC=BD=CE=DA=EB.

Az (1) egyenlGség miatt a (3) és (4)-ben szerepld Gsszes szakaszok egyenléek, tehat az A, B, C, D, E pontok koziil
barmelyik ketts tavolsaga megegyezik. Ez azt jelentené, hogy ABCD és ABCE szabdlyos tetraéderek. A két tetraéder
ABC lapja kozos, ezért D és E vagy egybeesnek, vagy tiikrosek az ABC lap sikjara. Ha D = E, akkor mind az 6t
pont egybeesik, és ekkor AB és C'D egyarant zérus, aranyukat nem értelmezziik (bar lehetséges lenne ilyen esetben
0 : 0 ardnyrol beszélni).

Ha D és E tiikrosek az ABC lapra, akkor DE a szabalyos tetraéder magassaganak kétszerese, azaz DE = 2 -

2
AB - \/;, ami azt jelenti, hogy DE # AB. Ez ellentmond (3)-nak, ezért az 6t pont eme elrendezése nem felel meg a

feltételeknek. Arra az eredményre jutottunk, hogy a feladat feltételeinek megfelels kilonbozé pontok nem léteznek a
(harom dimenzios) térben.

Megjegyzések. 1. Konnyt latni, hogy a sikban nem lehet felvenni négy kiilonb6z6 pontot ugy, hogy barmelyik kett6
tavolsaga ugyanakkora legyen, de a térben ez lehetséges.

Matematikai absztrakcié a négy dimenzios tér fogalma. Ebben értelmezhets a (harom dimenzios) térbeli szabalyos
tetraéder altalanositasa, egy olyan test, amelynek 6t csicsa van, és barmelyik két csticsanak tavolsdga ugyanakkora,
azaz élei egyenlGek.

2. Feladatunkban — és ugyanigy a 2589. gyakorlatban is — a megoldas donté részét annak a vizsgalata tette ki,
hogy a két feltételezett transzformacio véges sokszori alkalmazéasaval az adott pontok (ill. az ezek altal meghatarozott
szakaszok) milyen hozzarendelései valosithatok meg; mindkét esetben azt talaltuk, hogy barmely két pontpar atvihets
egymasba. A feladatok hatterében az a tény all, hogy ilyen médon minden kolcsonodsen egyértelmid hozzarendelés
elsallithato. Altalanosabban a kovetkezét lathatjuk be: Legyenek A1, As, ..., A, tetszoleges, de egymastol kiilonbozo
objektumok, és jeloljiik rendre t-vel és c-vel a kdvetkezd megfeleltetéseket:

(t) Al — Ag, A2 — Al, A3 — A3, . An — An, ill.

(C) A1 — AQ, A2 — Ag, A3 — A4, . An — Al.

Ha B1, B, ..., By az Aq, ..., A, elemeket jeloli egy tetszéleges sorrendben, akkor ¢ és ¢ véges sokszori alkalma-
zasaval megkaphatjuk az Ay — B, Ay — Bs, ..., A, — B, megfeleltetést.

Az allitas igazolasahoz elGszor a

(ti) A1 = Aq, .o A = A, A = A, Al = A,

AH_Q —>Ai+2, ey An—>An



megfeleltetéseket allitjuk els (itt 1 < i <n —1 és nyilvan t; = t).
Konnyen lathato, hogy ha el@szor a ¢ megfeleltetést alkalmazzuk (n 4+ 1 — i)-szer, majd a t-t, és végiil (i — 1)-szer
a ¢ megfeleltetést, akkor eredményiil éppen a t;-hez jutunk:

,C,y t ¢, c,
A —) Al — A2 —>A1+17
n+1—z 1
c, ¢, c,
Aerl +—1> Ay —> Ay —1>sz

ésv#i, i+ 1-re
¢, c, t C,Cy...,C
Av —>+1 A (87&172)7 As_>Asa AS - 1 AU'
— i —
Ezutan a
(tij) Aq —>A1, ce Ai—>Aj, ...,Aj —>Ai, ,An—>An (Z<j)
megfeleltetéseket allitjuk els, amelyek tehat A;-t és A;-t felcserélik, a tobbieket pedig helyben hagyjak (6nmaguknak

feleltetik meg). Egymas utan hajtsuk végre ugyanis a t;, tiy1, ..., tj_2, tj—1, tj—2, ..., t; megfeleltetéseket: az eredmény
nyilvdnvaldan t;; lesz.
Végiil egy tetszoleges B, Ba, ..., By, sorrend a kovetkezSképpen érhetd el: ha By = A;, akkor ¢1; alkalmazaséaval:
A1 —)Bl, AQ—)OQ, ceey An—>Cn

(i = 1 esetén ez a lépés természetesen kimarad.)
Ha most Cy = A; és By = Ay, akkor masodjara a t;; leképzést végrehajtva (4, k # ¢ miatt):

Al —>Bl —>Bl,A2 —>CQ —>BQ,A3 —>D3,...,An —>Dn
Az el6bbiekhez hasonléan, Ds = A,, és By = A, jeloléssel w, z # i, k, igy t,. elvégzése utan:

A1—>Bl—>Bl—>Bl, A2—>CQ—>BQ—>BQ,
A3—>D3—>Bg, A4—>E4, ceey An—>En

Folytatva E4 és By cseréjével, majd tovabb, lathato, hogy a kivant megfeleltetés 6sszesen legfeljebb (n — 1) hasonlo
lépésben elérhetd.



