I. megoldas. ElGszor megvizsgaljuk, hogy milyen értékeket vehet fel az a,41 — a,, kiilonbség. Tekintsiik el6szor a
b, = v/ (n+ 1)2 + n? sorozat b,+1 — b, kiilonbségsorozatat, mert ez konnyebben becsiilhetd:
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és itt a nevezGben a gyokjelek alatt 1-nél nagyobb, illetve 3-nal kisebb szam 4all, tehat a nevez6 nagyobb, mint 2, és
kisebb, mint 2v/3 < 4. Ezért 1 < bp+1 — by < 2. Innen kovetkezik, hogy [bn+1] — [bn] = ant1 — an > 1. Hiszen, ha
két szam kiilonbsége 1-nél nagyobb, akkor nem lehet azonos az egész résziik. Masrészt an 1 — an < bpy1 — (b, — 1) =
bpi1 — b, + 1 < 3. Igy azt kapjuk, hogy a,,1 — a, csak 1 vagy 2 lehet.

Ha ay,41 — a, csak véges sok esetben, mondjuk %k esetben lehetne 2, kiilonben mindig 1-nek kellene lennie, akkor
ant1 = (@1 —an) + (@ —ap-1)+ ...+ (a2 —a1) +a1 <n+k+ /5 lenne, ha n olyan nagy, hogy mar minden 2-es
kiilsnbség szerepel a jobb oldalon. Masrészt a, 1 = [v/(n +2)2 + (n + 1)2] > V2(n+1), igy azt kapjuk, hogy minden,
elég nagy n-re n+k +v5 > V2(n+1), azaz (V2 — 1)n < k+ V5 — V2.

Itt a jobb oldal rogzitett szam, a bal oldal pedig plusz végtelenhez tart, ami ellentmondéas. Ezzel belattuk, hogy az
an+1 — G, kiilonbség végtelen sokszor veszi fel a 2 értéket.

Most tegyiik fel, hogy a,t+1 — a, csak véges sokszor, mondjuk k esetben veszi fel az 1 értéket. Ekkor a,41 =
(ant1 —an) + (an — ap—1) + ...+ (a2 —a1) + VE=2n—k+ \/3, ha n olyan nagy, hogy mar minden 1-es kiilonbség
szerepel a jobb oldalon. De a,+1 < \/§(n + 2), igy most azt kapjuk, hogy 2n — k + V5 < V2n + 2v2, tehat minden
elég nagy n-re (2—v2)n < 2v2+ 5+ k, s ez megint ellentmondas. Igy az a,1 — a, kiilonbség végtelen sokszor veszi
fel az 1 értéket is. Mas értéke nem lehet, ezzel a bizonyitast befejeztiik.

IT. megoldas. Jeloljiik ismét b,-nel v/ (n + 1)2 + n? = v/2n2 + 2n + 1-et. Ekkor n > 1-re
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Ebbél kévetkezik, hogy by, 1 —bn, < V2 <n—|— L z—n— 5) = 1—‘0[ < 268byy1—by > V2 <n—|— Lf5-n- g) =
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0 > 1. Ez utobbi egyenlStlenség szerint [b,,41] > [bn], tehat any1 — an > 1, mig az els6 egyenlStlenség alapjan

Gp+1 — G < bpp1 — by +1 <3, tehdt apy1 —ap < 2.
Az any1 — a, kilonbség csak két értéket vehet tehat fel: lehet 1 és 2.
Elgszor azt mutatjuk meg, hogy végtelen sokszor veszi fel az 1 értéket. Ehhez tekintsiik a b,,42 — by, kiilonbséget.
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Ez (1) szerint legfoljebb V2 <n+2—|— g—n— 5) =221 < 3, igy any2 — an < bpyo — by, + 1 < 4. Ebbdl

kovetkezik, hogy az ani2 — an = (@pt2 — any1) + (ant1 — ay) killonbség legfeljebb 3. Akkor viszont az apyo — ani1
és az an41 — ap kilonbseégek koziil legalabb az egyik 1 (kilonben 6sszegiik 2+2=4 volnal). Belattuk tehat, hogy két
szomszédos a,11 — a, kiilonbség kozott legalabb az egyik 1, s igy valéban végtelen sok 1 van kozottiik. Hasonléan
bizonyithatjuk, hogy harom szomszédos kozott legalabb egy esetben 2 a kiilonbség. Ellenkez& esetben ugyanis

Ap+3 — Ap = (an+3 - an+2) + (an+2 - an-i—l) + (an—i-l - an) = 37
S 18y bpts — by < anys + 1 — a, =4 volna. De (1) szerint
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ami ellentmondas. Ezzel belattuk, hogy a 2 érték is végtelen sokszor fordul els.



