n n
Ismeretes, hogy az els6 n természetes szdm szamtani kdzepe = A. Mértani kdzepe nagyobb — -nél, hiszen
e
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Masrészt n n
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mert 1+ o424 +2 > In(nt1). Han = [2%], akkor n41 > ¢22, fgy In (n41) > 200 és 100H < —20" <™ 4
23T Han=lel 18Y m(n+1) =2

Az els €% pozitiv egészre tehat teljesiil, hogy 2G> A > 100H, s igy az is, hogy 4G > A > 15H. (Ez utébbi mar
az els6 [e'%] szamra is teljesiil.)

n i1 J
Megjegyzés. 1. Azn! > ( E) egyenl6tlenség bizonyitasdhoz elég felhasznélni, hogy minden j = 1 egészre (i) <
e

J
o U DT : o ) ,
e, s ezért —— < e(j + 1). Ha ezeket az egyenlStlenségeket Osszeszorozzuk j = 1, 2, ..., (n — 1)-re, akkor azt
kapjuk, hogy
n -1 n—1 ) n—2 22
n (n ) (n ) Cs < in
(n—=1)»1 (n—-2)""2 (n-—3)n3 1
vagyis T < nl, ami kicsit erGsebb is a sziikséges n! > (E> egyenlGtlenségnél.
e e

A maésik felhasznalt egyenlStlenség bizonyitaséhoz is az 1 + x < e, tehat In(1 + z) < z egyenlGtlenség sziikséges
1
(x > 0). Ha itt © = —-t irunk, akkor
J
1 1 4+ 1
- >In (1+—,> zlni =In(j+1)— Inj.
J J J
Ha most ezeket az egyenl6tlenségeket j = 1, 2, ..., n-re Osszeadjuk, a kivant
1 1
1—|—§—|—...—|——>1n m+1l)—lnn+lnn—-Innh-1)+...+-Inl=
n

=ln(n+1)—lnl=In(n+1)

egyenl6tlenséghez jutunk.
2. A fenti megoldas gondolatmenetével az is lathato, hogy ha n 2 [e

2G > A > m - H teljesiil. S6t, 2G helyett egy g—nél nem sokkal nagyobb a-val még aG is irhatoé.

"

, akkor az els6 n pozitiv egész szamra

Az iménti megoldasok nagyon sok szam megadasat igénylik. A b) feladat megoldasahoz [e?°°] szam kell, s ez 87
jegyi. De még az a) rész megoldasahoz hasznalt [e'°] szam is sok: [e'°] = 3 269 017. A II. megoldasban megmutatjuk,
hogy lényegesen kevesebb szam is elegendd.

II. megoldas. Az a) pont kovetelményei mér két szammal is teljesithetdk, ilyenek pl. a; = 1 és as = 61. Ekkor

1461 2:61 15-61
4-G=4v61 > A—T—Bl >15-H—15-W—3—1,
hiszen 16 - 16 > 31% > 15 - 61.
A b) ponthoz legyen a1 =1, a0 =ag = ... =a11 = 21 Ekkor

ay+az+...+an 1+10-2M
A= — — /1. (211 10:210
m o G= Vi@ :

és
11

H= ———/—<I11
1+10-2-1 <

Igy L
14+10-2
2G =21 > A= +T >100- 11 > 100H.
A megadott 11 szamra tehat teljesiil a feladat kdvetelménye.
II1. megoldas. A fenti konstrukcié altalanositasaval megmutatjuk, hogy minden pozitiv m egész szamhoz meg-
adhatok olyan pozitiv egészek, amelyekre
2G> A>m- H.

Ezm = 100-ra a feladat b) részét adja, amib6l persze az a) rész is kovetkezik. Legyenaa; =1, ag = ag = ... = a, = 2™.



Ekkor
1+ (n—1)2"

2G =2 {201 1=2" > = A

1
Masrészt n > 2 esetén A > = ~9n > 9n 1 gyeil H = — '
n 1+(n-1)2-"

adott egész szam, akkor megadhato hozza olyan n, amelyre 2"~ > m.-n, hiszen ekkor A > 2"~ 1 > m-n > m-H teljesiil.

< n. Igy azt kell csak belatnunk, hogy ha m

sorozat nulldhoz tart, ha n tart a végtelenhez, igy minden elég nagy n-re 2"~* > m - n,

De ismeretes, hogy az 2:11
ezért
1+ (n—1)2"

n

2G=2"> A= >2" 1 >m.n>m-H.

IV. megoldas. A feladat tovabbi élesitéseként megmutatjuk, hogy minden m pozitiv egészre megadhatok agy
egész szamok, hogy

(1) (1+%>G§A>m-H

1 n
teljesiiljon. A konstrukei6 a III. megoldas altalanositasa: Legyen a1 =1, as = a3 =... = a, = (1 + —) . Ekkor
m

(g () Y0 ) -

1\" 1\" 1\"
<hiszen (1+—> >1, sigy 1+(1+—> (n—1)>n<1+—) )
m m m
Masrészt ugy kell megvalasztanunk n-et, hogy

(2) A>m-H

n—1

teljesiiljon (ahol m rogzitett pozitiv egész). Ha n = 2, akkor

A_1+(n—1)<1+%>n>%( ;)n

Masrészt
H = < n.

1+(n—1)<1+i>n

Elég tehat belatnunk, hogy n megvalaszthatd agy, hogy

(3) %( +%)n>m~n

teljesiiljon, hiszen a bal oldal kisebb A-nal, a jobb oldal nagyobb m - H-nal. De ismeretes, hogy ha ¢ > 0, akkor az
n n

)

1
ﬁ sorozat nulldhoz tart, ha n tart a végtelenhez. Innen ¢ = — valasztassal azt kapjuk, hogy az
em m

sorozat tart nulldhoz, tehat minden elég nagy n-re

n 1

71V om
(%)
m
azaz (3) minden elég nagy n re fennall; tehat (1) is teljesiil.

1
Ha most m et éppen 100-nak valasztjuk, akkor kapunk olyan n szamot, amellyel (1 + 1—00> G > A > 100H, ebbdl

pedig a feladat allitasa nyilvanvaléan kovetkezik.



Pér Attila (Bp., Fazekas M. Gyak. Gimn., II. o. t.) dolgozata alapjan
Megjegyzés. A (2) egyenlétlenség kozvetleniil is konnyen igazolhat6, ha n > 6m?. Han > 3, akkor a binomialis tétel

\" 1
szerint kifejtve <1 + —> -et, a negyedik tag <§> —. Mivel minden tag pozitiv, ezért n > 3 esetén
m m

L 1Y L)L D)

2 m 2\3/m3 2-6m®
Elég tehat belatnunk, hogy ha n = 6m?, akkor (n — 1)(n — 2) > 12m?* (ez elegendd és persze sziikséges is), vagyis
(6m? —1)(6m? — 2) = 36m* — 18m? +2 > 12m*, s ez m = 1-re valéban igaz.



