Hasznaljuk az 4bra jeloléseit. A BD szogfelezs a b oldalt x és b — x részekre osztja. A szogfelezére vonatkozo tétel
szerint
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Az ABC és BDC haromszogek hasonlosagabol — = —, innen (1) alapjan — = ——, azaz
b a b a+c
(2) a® 4 ac = b*.

Jelolje a és c legnagyobb kozos osztojat k, ekkor
(3) a=kay, c=ke,
és az ay, ¢ szamok egymashoz relativ primek. (2) alapjan ekkor b* = a® + ac = k*(a3 + aic1), tehat
(4) a3 4 aycy = ay(ay +c1) =03

is négyzetszam, ahol nyilvan b = kb;. Mivel a;-nek és c;-nek nincs 1-nél nagyobb k6zos osztdja, ezért ay és ay + ¢1 is
relativ primek; ezek szorzata, b? csak Ggy lehet négyzetszam, ha a1 és a; + ¢; is négyzetszam:

a1:A2, a1—|—61:B2.
Ebbdsl (3) és (4) alapjan a, b, c-re azt kapjuk, hogy
(5) a=FkA% b=FkAB, c¢=Fk(B*-A?.

Az a, b, c értékek sziikségképpen pozitivak, igy k > 0; AB > 0 miatt feltehets, hogy A > 0 és B > 0, és ekkor B > A.
A haromszog-egyenlStlenség kovetkeztében

E(B+A)B—-A)=k(B*-A*)=c<a+b=k(A* + AB) = kA(A + B),

AZAZ
B—-—A<A, B<2A

Az eddigi tulajdonsagok egyiittesen mar elégségesek is ahhoz, hogy az a, b, ¢ oldalakkal rendelkezs haromszog eleget
tegyen a feladat feltételeinek: ha ugyanis k, A és B olyan természetes szamok, amelyekre fennall A < B < 2A, akkor a
bel6liik (5) szerint elkészitett a, b, ¢ (pozitiv egész) szamokraa < b < a+césc = k(B—A)-(B+A) < kA(B+A) = a+1b;
a, b, ¢ tehat valoban egy haromszog oldalai, és (5)-bol lathatoan kovetkezik (2). Mivel a < b, ezért az a-val szemkozti
sz0g hegyesszog. A koszinusztétel értelmében
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tehat valoban 2a = f.
A feladat kovetelményeit ezek szerint azok a haromszogek elégitik ki, melyek oldalai a = kA2, b = kAB és
c = k(B? — A?), ahol k, A, B pozitiv egészek és A < B < 2A.



