I. megoldas. A feladatot un. kettds teljes indukcioval igazoljuk. Ez azt jelenti, hogy n-re vonatkozo teljes indukciot
alkalmazunk, de ezen beliil az indukciés 1épést k-ra vonatkozo6 indukciéval bizonyitjuk.

1. Kezdd lépés. n = 0 esetén az allitas igaz, hiszen 0! = 1 és f(0, k) minden k-ra egész (k = O-ra 1, k > 0-ra 0),
tehat 0! f(0, k) igaz.

2. Indukcios lépés. Tegyiik fel, hogy f(n, k) minden k természetes szamra oszthato n!l-sal, és belatjuk, hogy ebbdl
kovetkezik, hogy f(n + 1, k) minden k természetes szamra oszthato (n + 1)!-sal.

Ezt k-ra vonatkoz6 indukcidval bizonyitjuk. Ha k = 0, akkor f(n+1,0) = 0 oszthaté (n + 1)!-sal. Most tegyiik fel,
hogy mér belattuk valamelyik k-ra f(n+1, k) oszthato (n+1)l-sal. Ekkor f(n+1,k+1) = (n+1)[f(n+1, k)+ f(n, k)]
a definicio szerint, és itt a zarojel mindkét tagja oszthato nl-sal (az els6 tag még (n + 1)!-sal is), tehat f(n+1,k+1)
oszthato (n + 1) -n! = (n + 1)l-sal. Igy belattuk, hogy f(n + 1,k) minden k-ra oszthaté kl-sal, s ezzel az indukcios
lépést, tehat a bizonyitast is befejeztiik.

Megjegyzések. 1. A bizonyitas azt is megmutatta, hogy f(n, k) minden (n,k) természetes szamparra (véges sok
lépésben) kiszamolhato.

2. A bizonyitasban alkalmazott kettds indukcié esetiinkben kénnyen ,egyszeressé” valtoztathato, ha az indukciot
nem n, majd k, hanem (n + k) szerint végezziik.

IT.megoldas. Megmutatjuk, hogy az f(n, k) figgvénynek kombinatorikus jelentése van. Jelolje g(n, k) azt a szdmot,
ahanyféleképpen az 1, 2, ..., k szdmokat pontosan n (megkiilonboztetett) osztalyba lehet sorolni, vagyis ahanyfélekép-
pen n csoportba lehet ket osztani igy, hogy minden csoportba keriiljon szam. Ha két felosztéas csak abban kiilonbozik
egymastol, hogy csoportokat egészben felcseréliink, azt is kiilonbozonek szamitjuk. (Pl. k = 4, n = 3-ra az {1}, {2},
{8,4} felosztés és a {3, 4}, {2}, {1} felosztas kiilonb6z6.) Bebizonyitjuk, hogy g(n, k)-re teljesiilnek a feladat egyenletei.
Ekkor a fenti megjegyzés szerint g(n, k) értéke minden (n, k) természetes szamparra kiszamithato és ugyanaz lesz az
értéke, mint f(n, k)-é. Tehat f(n,k) = g(n, k).

Masrészt a definiciobol nyilvanvalo, hogy n! osztéja g(n,k)-nak, hiszen bontsuk fel az {1, 2, ..., k} halmazt
tetsz6legesen n db nem iires, paronként diszjunkt Ay, As, ..., A, halmazokra minden lehetséges modon. Minden ilyen
felbontésbol n! féle modon készithetiink csoportba osztast: ti. ennyiféleképpen lehet ,,megszamozni”, hogy az Ay, ...,
A,, halmazok koziil melyik legyen az els6 csoport, melyik a masodik sth. Nyilvan minden csoportbaosztést megkapunk
igy, s mivel egyik A; sem iires és nincs koztiik atfedés, ezért minden felosztas kiillonbozé lesz.

Be kell még bizonyitanunk, hogy ¢(0,0) = 1, g(n,0) = g(0,n) = 0, han = 1, és g(n, k) = n[g(n — 1,k — 1) +
g(n,k — 1)]. Nyilvanvalo, hogy ha k < n, akkor nincs elég szam, igy g(n, k) = 0, és az is vilagos, hogy g(n,n) = n!,
az n-edrendd permutaciok szama. Ebbdl ¢(0,0) = 1, és g(n,n) = n(n — 1)! = nlg(n — 1,n — 1) + g(n,n — 1)], hiszen
g(n,n —1) = 0. Legyen most k > n, és osszuk fel az {1, 2, ..., k} halmazt n csoportra. Két eset van: 1. A k szam egy
kiilon csoportot képez. 2. A k egy tobbelemi csoportban van.

Az els6 esetnél n-féle lehetGség van arra, hogy hanyadik csoportban legyen a k, s a tobbi n — 1 csoportba kell az

1,2, ..., k—1 szamokat besorolni gy, hogy minden csoportba jusson szidm; erre g(n — 1,k — 1) lehetGség van. Az 1.
eset tehat n - g(n — 1,k — 1)-féleképpen johet létre.
A masodik eset annyiféleképpen valosulhat meg, ahanyféleképpen az 1, ..., k — 1 szamokat n (nem iires) csoportba

lehet osztani (ez g(n, k — 1) lehetGség), majd a k szamot valamelyik csoportba betenni (ez minden esetben n lehetGség).
A 2. eset tehat n - g(n, k — 1)-féleképpen valosithatd meg. Tobb eset nem lévén azt kaptuk, hogy

g(n, k) =nlgn,k—1)+gn—1,k—1).]

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.
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