
A feladatban szerepl® játéknak igazából sak n ≥ 3-ra van értelme, így sak ezzel az esettel foglalkozunk. (n = 1,
2-re senki sem veszít, tehát a játék �döntetlen�.) Azt állítjuk, hogy n ≥ 3 esetén az veszít, akinek az n-edik élt kell

kiszíneznie, azaz páros n-re A, páratlanra B nyer.

Ismeretes, hogy egy n-szögpontú, n él¶ gráfban van kör, tehát az n-edik él kiszínezése után biztosan lesz kör a

piros szín¶ élekb®l. Állításunk bizonyításához így elég azt belátni, hogy ha k < n, akkor az a játékos, aki a k-adik

élt színezi, ezt meg tudja úgy tenni, hogy ® ne hozzon létre piros élekb®l álló kört. Tekintsük ugyanis azt a Gk−1

gráfot, amit az eddig kiszínezett k − 1 él alkot az n ponton. Mivel k < n, ezért Gk−1 n-szögpontú, k − 1 < n − 1
él¶ gráf, s ismeretes, hogy egy ilyen gráf nem lehet összefügg®. Ez azt jelenti, hogy szétbomlik kett® vagy több olyan

összefügg® H1, H2, . . . , He részre, amelyek között nem fut él (l. ábra). Játékosunknak nem kell mást tennie, mint H1

valamely pontját és H2 valamely pontját egy piros éllel összekötni. Ha Gk−1-ben nem volt kör, akkor továbbra sem lesz

(piros) kör, hiszen ehhez fel kellene használni az újonnan behúzott élt. De akkor ennek a körnek még egy élt is kellene

tartalmaznia H1 és H2 között, ilyen pedig nins. Ezzel beláttuk, hogy ha egy játékosnak sak a k(< n) sorszámra kell

sak élt színeznie, akkor el tudja kerülni, hogy (piros) kört hozzon létre. Az a játékos viszont, akinek az n-edik él jut,

ezt már nem tudja elkerülni. Ezzel állításunkat beláttuk.

Megjegyzés. A bizonyítás során felhasznált két gráfelméleti tétel röviden így fogalmazható:

1. Egy n-pontú összefügg® gráfnak legalább n− 1 éle van.

2. Egy n-pontú körmentes gráfnak legföljebb n− 1 éle van.

(Az els®b®l következik, hogy egy n-pontú, k− 1(< n− 1) él¶ gráf nem összefügg®, s így több összefügg® részre esik

szét. A másodikból következik, hogy egy n-pontú, n él¶ gráf nem lehet körmentes, azaz tartalmaz kört.)

Mindkét tétel egyszer¶en következik abból a nevezetes gráfelméleti tényb®l, hogy egy n-pontú összefügg® körmentes

gráfnak (fának) n − 1 éle van. (Lásd pl. Hajnal I. � dr. Nemetz T. � dr. Pintér L.: Matematika III., B-fakultáiós

tankönyv 415�416. old.) Egy összefügg® gráfból ugyanis mindig el lehet jutni élek elhagyásával egy összefügg®, kör-

mentes gráfhoz. (Ha egy kör valamely élét elhagyjuk, ez nem �rontja el� az összefügg®séget.) Másrészt egy körmentes

gráfban � ha nem összefügg® � különböz® összefügg® részei közötti él behúzásával eggyel sökkenthet® az összefügg®

részek száma, s így, ha l összefügg® részb®l áll, l− 1 él behúzásával összefügg®, körmentes grá�á tehet® (l. ábra). Ezzel

mindkét állítást beláttuk.
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