I. megoldas. Jeloljiik k-val a haromszog keriiletét. Ekkor

= (a+b+c) = (a®+ b+ ) + 2(ab+ be + ac) =
1

1 1
= 5(a—b)2+ 5(za—c)2+ 5(c—a)2+3(ab+ac+bc).

Az ab + ac + be = 12 feltételt is figyelembe véve kapjuk, hogy
(1) 22 —72=(a—0)>+ (b—c)’ + (c—a)’.

Itt a jobb oldal nem negativ, tehat k* > 36, k > 6, és egyenldség csak a = b = ¢ esetén all. Masrészt a = b = ¢ = 2
esetén k = 6 és ab+ bc+ ca = 12, igy a keriilet minimuma 6.

A maximum meghatéarozasahoz is (1)-et fogjuk hasznalni. A haromszog-egyenlétlenséget irhatjuk a kovetkezs alak-
ban is:

(2) la—b|<e, b—c|Sa és Ja—c| S
Igy (1) jobb oldala nem nagyobb ¢ + a? + b* = k? — 2(ab + bc + ca) = k? — 24-nél, vagyis
2k —72< k% —24, K? <48, k< VA8 =43,

Ezzel kaptunk egy fels6 becslést a keriiletre. Kérdés: felveszi-e k ezt az értéket? Nyilvan pontosan akkor veszi fel, ha
(2)-ben mindeniitt egyenldség van, amihez meg kell engedniink az elfajulé haromszogeket is. Ha ezt megengedjik és
feltessziik, hogy a = b 2 ¢, akkor azt kapjuk, hogy k a maximaélis 44/3 értéket pontosan akkor veszi fel, ha a — b = ¢,
b—c=aés a—c=0b Az els§ két egyenletet Gsszeadva ¢ = 0 adodik, s ebbdsl (mindharom egyenletben) a = b
kovetkezik. Végiil az ab + ac + bc = 12 feltétel ¢ = 0, a = b mellett azt adja, hogy a =b = 2v/3.

Azt kaptuk tehat, hogy a keriilet hossza legfeljebb 4\/5, és pontosan 4+/3 abban az elfajul6 egyenld szari harom-
szogben lesz, amelynek alapja 0, két szara 2v/3 hosszi. A keriilet értéke tehat 6 és 4v/3 kozdtt valtozik.

II. megoldas. A szamtani és négyzetes kozép kozotti Osszefliggés szerint
[k]2 [a—l—b—|—c]2 L+
3) 3 = 3 ’

tehat
E* < 3(a® 4+ % + *) = 3(k* — 2(ab + be + ca)) = 3k* — 72,

és innen k% > 36, k > 6. Itt egyenlGség akkor és csak akkor 4ll fenn, ha a = b = ¢ = 2, tehat a keriilet minimuma 6.
A maximum megkereséséhez tegyiik fel, hogy a = b = ¢. Ekkor a haromszog-egyenlétlenség szerint a < b + ¢, amit
a nemnegativ a-val szorozva azt kapjuk, hogy

a? < ab+ ac < ab+ ac + be = 12.
Masrészt b > ¢ > 0 miatt ¢ < be és a = b > 0 miatt b> < ab, tehat
b2 + ¢ < ab+ be < ab + ac + be = 12.

A két egyenlGséget Osszeadva
a?+b% 4+ <24,

vagyis k% — 2(ab + ac + be) < 24, k* — 24 < 24, k? < 48. Ha végignézziik, hogy milyen feltétellel all egyenlSség az
Osszeadott két egyenlGtlenségben, ismét konnyen lathatjuk, hogy csak ¢ = 0, b = a esetén.

Megjegyzés. Be lehet latni, hogy a keriilet hossza 6 és 4v/3 kozott barmely értéket felvesz, és a 4v/3 kivételével
minden értéket felvesz nem elfajulé haromszogben is.



