Legyen H zart halmaz, és tegyiik fel, hogy 0 ¢ H. Ekkor H minden elemével annak kétszerese is H-ban van. Ha
ugyanis x € H, és y = x — amit a feladat sz6vege megenged! — akkor vagy = + y = 2z, vagy |x — y| = 0 H-ban van, de
az utobbit kizartuk. Tehat ha 0 ¢ H, és H zart, akkor vagy iires, vagy minden elemének kétszeresét is tartalmazza,
tehat végtelen halmaz, de a feladat feltétele mindkét esetet kizarja. Legyen ezek utan H egy nem iires, n + 1 elemi
(n 2 0) zart halmaz. Az elébbiek szerint ekkor 0 € H. Legyenek H elemei rendre: 0 = ag < a1 < ... < ayp.

1. Belatjuk, hogy ha 0 < ¢ < n, akkor a; + an—; = a,. Ha i 2 1, akkor a,, + a; > a,, tehat az a,, + a; Osszeg mar
nincs benne H-ban. H zartsaga miatt |a, — a;| = an, — a; (¢ < n) van H-ban. Ha ¢ = 0, akkor a,, — ag = a,, szintén
H-ban van. Tehat az n + 1 elemd

O=an—an<ap—"an1<...<Qp—0; <...<ap— 01 <, —ag = ap,
sorozat is H elemeit sorolja fel nagysag szerint, ezért

apg = anp — Qnp, a] = Qp — Ap—1y-.-,01 = Ap — Q4. ..,

an—-1 = an — ag, an = Gp — Qo,

ahogy Allitottuk.

2. Most belatjuk, hogy han =24 és0=<i<n—1, akkor a,—1 = a; + an_1_;.

Tekintsiik elGszor ¢ = 2 esetén az a,_1 + a; Osszeget. Ez nagyobb az a,,—1 + a1 Osszegnél (i = 2), amely viszont a,
a fentiek szerint. Igy az a,,_1 + a; 6sszeg nincs benne H-ban, ezért az |a,_; — a;| = a,_1 — a; kiilonbségnek kell H-ban
lennie (most hasznaltuk ki az ¢ £ n — 1 feltételt). Nézziik az n — 2 elemd

ap = ap—1 —an—-1 < Ap—-1 —Ap—-2 < ... < ap-1 — a2

sorozatot; ez csupa H-beli elembdl all. Az itteni utolso elem, a,_1 — as kisebb (a, — az)-nél, amir6l az 1. pontban
belattuk, hogy a,_2. A felsorolds tehat a H halmazbol a,_o-nél kisebb elemeket sorol fel nagysag szerint, ezekbdl
azonban éppen n — 2 darab van. Tehat

ap = ap—-1 — Gp—1, A1 =0ap—-1 — Gp—2,...,

A = Gp—1 — An—1—iy--+,An-3 = Gp—1 — A2.

Latszolag készen vagyunk: ha 0 £ ¢ <n — 3, akkor a; +a,_1_; = an_1. Hai =n—1, akkor a; +an_1_; = an_1+ag =
an—1. Végil, ha i = n — 2, akkor azt kell belatnunk, hogy a,—2 + a1 = a,—1, ami a fenti egyenlGségsorozat méasodik
helyén all. Igen am, de ez a mésodik egyenlGség csak n — 3 = 1 esetén szerepel, azaz ha n = 4. Amikor n = 3, akkor
csak a semmitmondo ag = az — az-bol all a fenti egyenléségsorozat, n < 2 esetén pedig egyenlSséget sem kapunk! De
n 2 4 esetén valoban minden 0 £ 7 < n — 1 esetén megkaptuk a kivant allitast.

3. Most méar az n = 4 esetben hamar célba ériink. Tekintsiik ugyanis 0 £ i < n — 1-re az a;11 — a; kiilonbségét! Itt
Gi+1 = Ay — Ap—1—4, aZ 1. pont szerint, és a; = ap—1 — An—1—4, a 2. pont szerint. Ezért a;,41 — a; = ap — an—1 = a1.
Innen pedig nyilvanvald, hogy 0 £ i £ n—1 esetén a;4+1 = (i + 1)a1, azaz minden ¢ = 1-re a; = ia;. De i = O-ra
ap =0-ay =0, ezért H = {0, a1, 2a1, ..., na1} = S(nia1) alaka. Ha tehat n = 4, azaz H legaldbb ételemi, akkor
S(nlal) alaku.

4. Tekintsiik most az n = 0, 1, 2 eseteket. Ha n = 0, akkor H = {0} = S(0, «). Han =1, akkor H = {0, a1} =
S(1, a1). Ha pedig n = 2, akkor az 1. pont szerint as = a1 + a1 = 2a1, tehat H = {0, a1, 2a1} = S(2, a1).

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyezziik, hogy ha H-nak éppen négy eleme van, akkor az 1. pont szerint as = a1 + as (az 1. pont maés
érdemlegeset nem mond, a 2. pont pedig nem igaz.). Masrészt minden pozitiv aq, as esetén a négyelemid H =
{0, a1, a2, a1 + a} halmaz valoban zéart és ha as # 2a1, akkor nem S(3, a;) alakt. Konnyen ellendrizhets, hogy
ebben az esetben a 2. pont allitadsa valéban nem teljesiil, hiszen az ¢ = 1, n —1 =2, n — 1 — i = 1 helyettesitéssel
megkivanna, hogy as = 2a; legyen. Nem ,iigyetlenségbdl” kellett tehat a 2. pontban az n = 4 megkotést tenniink.

Maté Nora (Bp., Fazekas M. Gimn., IV. o. t.)

Megjegyzések. 1. Sokan nem vették észre, hogy a feladat szovegében x és y-rol csak annyit tettiink fel, hogy H
elemei, tehat egyenldk is lehetnek. Enélkiil a feladat allitasat megcafolni vélték. Valoban: ha csak annyit kotiink ki
H-r6l, hogy barmely két kiillonboz6 elemével azok Osszegét, vagy kiilonbségiik abszolutértékét is tartalmazza, akkor
barmely pozitiv a1, as-re az {a1, a2 a1 + a2} és az {a1, 2a1, 3a1, ..., nai} halmazok is megfelelnének. Konnyii
meggondolni, hogy tobb ellenpélda viszont akkor sincs, hiszen ha egy ilyen tulajdonsagid halmazhoz hozzavessziik a
nullat, akkor zartta valik. Ha valaki nemcsak ,,megcéafolni” akarta a feladatot, hanem megoldotta az altala félreértett
feladatot (ez esetben H jellemzése, mint latjuk, alig bonyolultabb, és a bizonyitas ugyantugy megy), akkor csak 1 pontot
vontunk le. De egy félreértett feladat megcafolasédért nem jart pont.

2. Volt egy maésikféle ,,cafolat” is: tobben is ,,megsokszoroztak” egy zéart halmaz elemeit és pl. azt mondték, hogy a
{0, 0,0, 6, 6, 6} hat elemi halmaz nyilvan zart és nyilvin nem S(n, «) alaka. Aki igy érvelt, az a halmaz fogalmaval
sincs tisztaban. Ugyanis a {0, 0, 0, 6, 6, 6} halmaznak csak két eleme van: a 0 és a 6. Egy halmaznak nincsenek ,,azonos,
de kiilonb6z8” elemei. Harom kiilénb6z6 alma, harom kiilénb6z6 elem lehet egy halmazban; harom kiilonb6z6 nulla is



lehetne, ha — volna. De nincs! Ezért tehettiik fel a bizonyitasban az n + 1 elemt H halmazrdl, hogy elemei szigorian
monoton nének.

Valészintinek tartom, hogy akik ezt a ,,cafolati” médot valasztottak, a halmazt a szamitégépes listdkkal keverték
Ossze. Egy lista tartalmazhat harom nullat — de éppen ezért nem hasonlit a halmazra. (Annal inkdbb az un. rendezett
halmazokra. Ajanljuk, nézzenek utédna, mi a kiilonbség halmaz és rendezett halmaz kézott.)

3. A bizonyitasunk mésképp is befejezhets. A 2. pontban elmondottak tobbet bizonyitanak: ha 4 £ k < n, és
0=<4i< k-1, akkor ax—1 = a; + ax—1—;. (Ez k-ra vonatkozo, n-t6l lefelé 1éps indukcioval ugyanigy bizonyithato,
mint a 2. pont allitasa.)

De mi van a k = 1, 2, 3 esetekben? Ha k = 1, csak az ag = ag + ag allitas, ha k = 2, az a1 = a1 + ag allitas
adodik, amelyek trividlisak. A k = 3 esetben a trivialis as = ag + a2 -n kiviil az as = 2a; allitas is, ami viszont
ay = as +as = a3 +a; = (a1 + az) + a1 alapjan kovetkezik. Igy allitasunk minden 1 < k < n-re igaz, tehat (az 1.
ponttal egyiitt) n = 4 esetén minden i és j-re megkapjuk, hogy a; +a; = a;+;. Tehat ap =0, a1, ag, ..., a, szamtani
sorozat, azaz H = S(n, ap) alaku.



