I. megoldas. Elszor azt bizonyitjuk be, hogy ha n pozitiv egész, akkor 52" felbonthato két olyan négyzetszam
Osszegére, amelyek egyike sem oszthatd 5-tel. Teljes indukciot alkalmazunk. Az n = 1 esetben

52 = 25 = 32 4 42,

Tegyiik fel, hogy n = k-ra igaz az allitas, tehét
(1) 52% = af + b,

és arbr nem oszthatod 5-tel. Ekkor 3ay + 4by és 3ay — 4by koziil legalabb az egyik nem oszthatd 5-tel, mert Osszegiik
6ax sem oszthato 5-tel. Konnyen ellenérizhets, hogy

(3ak + 4bp)? + (dai, + 3bi)° = (3ax — 4bg)? + (dag + 3by,)* =
= (32 + 42)(a2 + b2) = 5252k = p2(k+D),

Legyen tehéat apy1 = 3ar + 4bg és bx41 = 4ap — 3bg, ha 3ayx + 4br nem oszthato 5-tel, ellenkezd esetben legyen
apt+1 = 3ag — 4by, és byy1 = 4ay, + 3b,. Ekkor, mint lattuk, 52(k+1) — aiﬂ +bi+1, és ax41 nem oszthato 5-tel. De akkor
520-+1) _ g4 = by, sem oszthato 5-tel, igy by 1 sem. Ezzel belattuk, hogy n > 1 esetén 52"-nek van olyan a? + b? alaka
felbontéasa, ahol a,b, nem oszthatd 5-tel.

Ezutan mar koénnyd bizonyitani, hogy 52" (legalabb) n kiilonb6z6 modon all el két négyzetszam Osszegeként. Ha
ugyanis k pozitiv egész, és nem nagyobb n-nél, akkor

521 = 526520R) = (g2 4 12)(5"F)" = (5" Fay) + (5" Fby).

Itt 5" *ay és 5" Fb, egész és 52"-nek pontosan (n — k)-adik hatvanyaval oszthato. Ebbdl viszont kovetkezik, hogy
ez az €l6 allitas minden k-ra kiilonb6z6. Minthogy k éppen n darab kiilonbozs értéket vehet fel, talaltunk 5%"-nek n
kiilonbozs elsallitasat két négyzetszam Osszegeként.

II. megoldas. Legyen j pozitiv egész, és tekintsiik az a; = 45, b; = 4j° — 1, ¢; = 45 + 1 szdmharmast. Kénnyen
ellendrizhets, hogy a? + b? = 1652 + (45% — 1)2 = (45 + 1)2 = c?, tehat pitagoraszi szamharmasrol van szé. Legyen
Sp=ci1Ca...cp=(4-12 4+ 1)(4-22+1)...(4n* +1). Azt allitjuk, hogy ekkor ¢,, = s2 legalabb n kiilonb6z6 modon all
el6 két négyzetszam Osszegeként.

Nyilvanvalé ugyanis, hogy az a? + bf =2

; egyenleteket c?—tel osztva és s2-tel szorozva a kovetkezd n darab
egyenlethez jutunk:
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Itt — az s, definici6ja miatt egész, tehat a fenti n egyenlet t,-nek n darab elgallitasat adja meg két négyzetszam
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osszegekeént. Be kell latnunk, hogy n kildnbizé egyenletrsl van sz6. Vilagos, hogy by < a1, tehat by — < a1 —, és j = 2
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esetén a a; = 4; < 4? —1=bj,igy a a;— < b;—. Elég azt belatnunk, hogy
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kiilonbo6z6 szamok. Ez pedig abbdl kovetkezik, hogy az —J = 1 sorozat szigortian monoton csdkken.
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Ezzel belattuk, hogy t, = s2 valoban (legaldbb) n kiilonbozé moédon bonthato fel két négyzetszam sszegeként.

II1. megoldas. Az el6bbi megoldas gondolatat némileg altalanositva, azt latjuk be, hogy ha
(a’17 bla Cl)a (a’27 b27 02)7 ) (a’nv bnv Cn)

n darab kiilonb6z6, de egyébként tetszGleges un. primitiv pitagoraszi szdmharmas (azaz af + b? = c? és aj,bj,cj

paronként relativ primek j = 1,2,..., n-re), akkor ¢, = si = (e1,¢2,...,¢,) legalabb n kiilonbozé modon all els



s s
két négyzetszam Osszegeként. Az (1) alatt felirt n egyenlet ugyanis most is fennall, és a; - bj—n most is egész. Azt
ci’ e

kell csak beldtnunk, hogy ez az n egyenlet most is n kuldénbézd egyenlet. Nyilvan feltehetjiik, hogy a; < b;, s ekkor
a;s a;s

" szamok paronként kiilonboznek. Tegyiik felhogy —— = ——". Ekkor a;cj = a;c;.
(& Cj

De itt a; és c; relativ prunek ezért a; oszthatd a;-vel. Méasrészt a; is oszthatd aj-vel, tehat a; = a;. Ebbg] viszont

a
elég azt belatni, hogy az 38

¢; = ¢ kovetkezik, tehat az (a;, b;, ¢;) és az (a;, bj, ¢j) szamharmas azonos, ezért ¢ = j. Az " szamok tehat valoban
Cj
paronként kiilonbozdk.
Ezzel belattuk, hogy ¢, valoban (legalabb) n kiilonb6z6 modon all el két négyzetszam Osszegeként.

Mezei Jozsef (Bp. Berzsenyi D. Gimn. IV. o.)

Megjegyzés Meélyebb szamelméleti modszerekkel megmutathaté a kévetkezs. Ha m = 2% - p{*q - pg®...po"
qflq§2 . qS , ahol p1,pa,...,p, m-nek a 4k + 1 alaka primosztéi, qi,qs,- .., qs pedig a 4k — 1 alakd primosztéi, és
B1, B2, ..., Bs parosak, akkor m felbonthato két négyzetszam Osszegeként, mégpedig 4(ag + 1)(ag + 1) ... (. + 1)-féle
moédon. Itt akkor is kiilonbozGknek tekintjiik a felbontasokat, ha csak sorrendben vagy elGjelben térnek el egyméastol.
Pl. m = 5?"-nek az els6 megoldasban kapott minden el6allitasa nyolc elGallitasnak szamit: (:|:5"_kak)2 + (:I:E)"_]’Cb;.c)2 és
(£5"%by,)° + (£5" Fay,)”. Ezenkiviil m = 52"-nek van még négy trivialis elgallitasa: 52" = (£5™)2 + 02 = 02+ (£5™)>.
Igy 5%"-nek 8n + 4 elallitasat talaltuk meg. A fenti tétel szerint m = 52" 4(2n + 1)-féleképpen allithaté els, tehat
ebben az esetben az Osszes elGallitast megtalaltuk. Az II. és III. megoldasban viszont ez korantsem teljesiil.



