I. megoldas. Ellendrizhets, hogy f(3) = 3; ha tehat xo = 3, akkor az xg, x1, ..., Zp, ... sorozat minden eleme 3.

Ha talalunk olyan ag, a1, ..., Gm, ... végtelen sorozatot, amelynek a kezd6 eleme ag = 3, és m = 1-re f(am) = am-1,
akkor x = a,, véalasztassal z1 = f(xo) = f(am) = am—1, ugyanigy xs = am—2, T3 = Gm-3, ..., Tm = ap = 3, S utana
MAr 3 = Tyt1 = Tma2 = ..., tehét az xg, 1, . . ., Tp, ... sorozatnak csak véges sok (legfeljebb m+1 ) kiilénb6z6 eleme

van. Ha még azt is biztositani tudjuk, hogy minden a,, kiilonb6z6 legyen, akkor taldltunk a feladat kovetelményének
megfelelGen végtelen sok xg értéket. Az f(am) = am—1 azt jelenti, hogy a,, az 22 —4r+am1 =0 egyenlet egyik
gyoke, tehat a,, = 2+ /4 — am—1, Vagy am = 2 — /4 — am—1. Az utdbbi esetben a,, < 2, tehat a,,11 is valos lesz.
Tekintsiik tehat a kdvetkezs sorozatot:

ao=3, amn=2—+/4—am-1, ha m=1 (alzl,a2:2—\/§,...).

Ennek a sorozatnak minden eleme valés, mert m 2> 1 esetén a,, < 2. Masrészt ag > a1, €8 am—_o > aumm_1-b0l kovetkezik,
hogy am-1 =2 —\/4—am—2 > 2 — /4 — am—1 = am, tehat a sorozat szigorian monoton csokken. (Felhasznaltuk,

hogy ahol az x — 2 —+/4 — z fiiggvény értelmes — x < 4-re —, ott szigorian monoton n6.) Az ag, a1, ..., Gm, ... sorozat
elemei tehat kiilonbozsek.
Talaltunk a feltételeknek eleget tevs sorozatot, ezzel a feladat allitasat igazoltuk.
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II. megoldas. Vegyiik észre, hogy ha x helyébe 4sin® a-t irunk, akkor

f(z) = f(4sin® @) = 16sin® o — 16 sin* @ = 16 sin® acos® @ =

4(2sina cos a)? = 4sin? 20

0
Minden 0 < zy < 4-hez van olyan 0 és 5 kozOtti o, amelyre zg = 4sin® o, s erre az a-ra

o =4sin’a, z; =4sin’20, x5 =4sin’4a,...,z, = 4sin’2"aq, ... .
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sin 2"« minden hullimdn 2 metszéspont van, mert

T
0 < a < —-resina monoton és folytonos, sin 2™«
folytonos, és minden értéket felvesznek 0 és 1 kozdtt
T ™
A sin « fiiggvény 0 és B kozott szigoruan monoton nd, a sin 2"« fliggvény pedig 0 és B kozott 272 hullamot ir
™
le (ha o 0 és 5 kozott valtozik, akkor 2"a 0 és 2" 2(27) kozott mozog, tehat (2n — 2)-szer fordul korbe” ), igy a
T

sin 2"« fiiggvény gorbéje 0 és B kozott legalabb 2 - 2772 = 2" !_szer metszi a sina fiiggvény gorbéjét (1. az abrat).

™
A sina = sin2"a egyenletnek tehat legalabb 2" ' megoldésa van 0 és 5 kozott, igy legaldbb ennyi megoldésa van

a 4sin® @ = 4sin® 2"a egyenletnek, tehat az z9 = z, egyenletnek is. (Kiilonb6z6 a-hoz kiilonbozs sin «, ill. 4sin? o

™
tartozik, hiszen 0 < a < 5 ) Minden ilyen zy megoldasra

Tni1 = f(xn) = f(x0) =21, Tni2 = f(znt1) = f(z1) = 22, ... stb.,



vagyis az xg, 1, - .., Tn, ... sorozat periodikus, s ezért csak véges sok kiilonb6zs eleme van.
Minden n-re talaltunk tehat legalabb 2”1 kiilonb6z6 (megfelels) xo értéket, s miutan n novelésével 2" ! minden
hataron tul ng, a feladat allitdsat belattuk.



