Tekintsiik a feladatot megoldottnak. Jeldlje a haromszog csucsait A, B, C, a korok kézéppontjat P, @, R. Nézziik
a haromszog egyik oldalat. Az oldalt érinté két (kiilonb6zs) kor érinti a haromszog tovabbi 1-1 oldalat is, igy a
két kor kozéppontja az oldal egyenesének ugyanabban a félsikjaban van, mint ABC. Mivel a korok sugara egyenld, a
kozéppontjukat 6sszek6ts egyenes parhuzamos a kiszemelt oldallal. Ez mindegyik oldalra igaz, ezért a PQ R haromszog
hasonlé az ABC haromszoghoz. A harom kor k6zos pontja a P, QQ, R pontoktol egyenls tavolsagra van, ezért ez a
pont a PQR haromszog koré irt korének a kdzéppontja.

Ezutan a feladatot dgy oldhatjuk meg, hogy szerkesztiink egy hasonlé &dbrat, és azt alkalmasan kicsinyitjiik. Ezt
a kovetkezGképpen tehetjiik meg. Az ABC haromszog mindegyik csucsa koré a haromszog koré irt kor kézéppontjan
is 4&tmend (és igy egyenld sugart) koroket rajzolunk. Sorra mindegyik koérparnak huzzuk meg azt a k6z6s érintsjeét,
amelyik nem metszi a harmadik kort. A harom érint6 olyan haromszoget hataroz meg, amelyik hasonlé az ABC
haromszoghoz, és a harom kor e haromszog oldalait a feladat kovetelményei szerint érinti. Tekintsiik végil azt a
hasonlésagi transzforméaciot, amely ezt a haromszoget az ABC haromszogbe viszi 4t. Ez a transzformacié a harom
kort olyan korokbe képezi le, amilyeneket szerkeszteni kell.

Megjegyzések: 1. Mivel az emlitett két haromszog ,,pArhuzamosan” hasonld, kézéppontosan is hasonlo, igy konnyi
latni, hogy a hasonlosig centruma a bels6 szogfelezGk metszéspontja. A megoldasban azért kellett két kor kdzos érint6i
koziil a harmadik kort nem metsz6ét valasztani, mert az ,,oldal” szoét ,,szakasz” értelemben hasznaljuk, és a hat érintési
pont igy biztosan az oldalak egy-egy pontja lesz. Azt is latjuk, hogy a feladatnak mindig van megoldésa.
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1. dbra

2. Ha a feladat szovegében ,oldal” helyett ,oldalegyenes” szerepel, a hasonl6é abra készitésénél barmelyik két kor
mindkét kozos érintGje szamitasba jon, és igy az érint6k 2-3 kiilonboz6 hasonlé haromszoget hataroznak meg. E 8
megoldés egyikét vazoltuk az 1. abran. Itt a P és Q) kozéppontu kor nem az AC, illetve BC' oldalt, hanem azok
meghosszabbitasat érinti. Ez esetben a hasonlosag centruma a C' csicshoz tartozd belss, és a masik két csicshoz
tartozo kiils6 szogfelezd kozos pontja. Ha ABC derékszogi haromszog, akkor az el6bbi 8 megoldason kiviil még agy
is szerkeszthetSk a kordk, hogy azok koziil kett6 érintkezd legyen. E négy megoldas egyikét az 5. dbra mutatja.

3. Eredeti feladatunkhoz visszatérve felvet&dik a kérdés, hogy a 2. pontban emlitett (altalanosabb értelemben vett)
megoldasok kozott van-e még olyan, amelyiknél valamennyi érintési pont az oldalakra (vagy pedig azok meghosszab-
bitasara) esik. A 2. és a 3. dbra mindenesetre azt mutatja, hogy ha az ABC haromszog szabalyos, akkor legalabb két
megoldas lehetséges. A 3. abran vazolt esetben a hasonlé abra szerkesztésekor barmelyik két kor kozos érintGjét agy
valaszthatjuk, hogy az messe a harmadik kort.

2. dbra



3. dbra

Megmutatjuk, hogy ha az ABC haromszog nem szabéalyos, akkor a feladatnak pontosan egy megoldasa van, sza-
balyos haromszog esetén pedig csak a fenti két megoldas létezik. Ehhez a 2. pontban szerepld eseteket egyenként meg
kell vizsgalni. Allitasunk kénnyen belathat6 minden olyan esetben, amikor a haromszog megszerkesztéséhez felhasznalt
kozos érint6k valamelyike nem metszi az 6t nem érinté harmadik kort; a részleteket az Olvaséra hagyjuk.

4. dbra

c

5. dbra

Tegytik fel viszont, hogy az ABC héaromszoghoz talalhaté harom, egy ponton atmend, egyenls sugard kq, ko, ill. k3
kor ugy, hogy ezek rendre érintik az AC és AB, BC és AB, ill. AC és BC oldalakat, tovibba metszik a BC, AC), ill.
AB oldalt. Feltehetjiik, hogy példaul BC' < AC' < AB. Kicsinyitsiik a k; koroket C-b6l gy, hogy a kapott ki, kj, k4
korok koziil k5 éppen az ABC haromszogbe irt kor legyen (4. abra). Jelolje k7, kb, és ki kdzéppontjait O, Oy és O;



C-b6l az OO, egyenesre éllitott merdleges talppontja legyen T, végiil jel6ljiik A’-vel azt a pontot, amelyben &k a BC
oldalt érinti. Mivel &} érinti az AC oldalt, ezért

(1) 00, < OT.

r
Mint azt mar korabban lattuk, az O1020 héaromszog hasonlé ABC-hez, a hasonlosag aranya pedig A ahol r az

ABC haromszogbe, R pedig a haromszog koré irhaté kornek a sugara. Igy (a haromszog oldalait és szdgeit a szokasos
modon jelolve)

2) 00, = }%b.

Az OTC és az OA'C derékszogt haromszogek egybevagok, hiszen kozos OC' atfogojukon kiviil egyik hegyesszogiik g;

ezért
, 1
(3) OT =CA :§(a+b—c),
(1), (2) és (3) alapjan
1
% b< E(a—l—b—c),
azaz (a haromszog teriiletét t-vel jelolve)
atb—c_2r 4t 4t
b “ R a+b+c abc’
2 _ _ _
atb_c> 16t :( a+b+c)la—b+c)(a+b c),
ac(a+ b+ c) ac

fgy
ac > (a—!—(c—b)) . (c—|—(b—a)).

Mivel feltevésiink szerint ¢ > b > a, ezért a fenti egyenlStlenséghdl ¢ — b = 0 = b — a kovetkezik; az ABC haromszog
tehat szabalyos.



