I. megoldas. Legyen a; = a+x, a2 =a+y, a3 =a+z,ahol z,y, 2 2 0. Mivel 1 = a1 +as+as=3a+(x+y+2),
ezért

(1) r+y+z=1-3a.
Azt kell igazolnunk, hogy
(a+z)?+ (a+y)? + (a+2)* £ 60 — 4a + 1,

azaz
22+ 9% + 22+ 2a(x +y + 2) + 3a® £ 6a® — 4a + 1.

Ebbe (1)-et beirva majd rendezve, az

2?2 4y + 22 <9a% —6a+ 1
egyenlStlenséghez jutunk. Mivel a jobb oldalon (1 — 3a)2 =(z+y+ 2)2 all, igy mindossze azt kell bizonyitanunk, hogy

P+ + 22 < (w4y+2)2
Mivel a jobb és a bal oldal kiiloubsége: 2(xy + xz + yz) = 0, hiszen z, y, z = 0, az egyenl6tlenség valoban fennall.
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I1. megoldas. Tekintsiik az y = 2 egyenletii parabola P (a1, ai), P> = (aa, a3), P3 = (a3, a3) pontjaibol alkotott

ai + az + as 1 a?+adl+ad3

haromszog S sulypontjat. Ennek koordinatéai: — 5 =3 és — Mivel az a; szdmok mindegyike

legalabb a, ezért a; = 1 — a; —ar < 1 — 2a. Jelolje Q) és R a parabola azon pontjait, melyeknek koordinatéi a és a?,
illetve 1 —2a és (1 —2a)%. Az y = 2? fliggvény konvex, ezért a teljes Py Py Py haromszog a QR szakasz alatt helyezkedik
el. Specialisan S ordinataja is legfeljebb akkora, mint a QR szakasz 3 abszcisszaju pontjaé. Mivel ez a pont Q R-nek

a Q-hoz kozelebbi harmadolépontja, ezért azt kapjuk, hogy

af +a3 +aj _ 2a*+ (1 - 2a)?
3 = 3 ’

amit bizonyitani akartunk.

Megjegyzések. 1. Mindkét bizonyitasbol konnyen adodik, hogy a bizonyitandd egyenl&tlenségben az egyenléség
feltétele pontosan az, hogy a1, as, as koziil ketts a-val, egy pedig (1 — 2a)-val egyezzen meg.

2. A maésodik megoldas alapjin megfogalmazhatjuk a feladat kovetkezs altalanositasat: ha f konvex fliggvény,
tovabba a1, a2, as = a és a; + as + ag = A, akkor f(a1) + f(a2) + f(az) < 2f(a) + f(A — 2a). Ugyanezzel a
gondolatmenettel bizonyithaté be a megfelels allitas 3 helyett n valés szamra is:

Haay, ..., an 2 a, Zai = A, és az f fiiggvény konvez, akkor f(a1)+...+ f(an) £ (n—1)f(a)+ f(A—(n—1)a).
i=1



