I. megoldas. Azt allitjuk, hogy egy tetraéder barmelyik belsé pontjabol legalabb harom él tompaszogben latszik.
Azt is megmutatjuk, hogy ez az allitds nem élesithetd, ugyanis minden tetraédernek van olyan bels6 pontja, amelybdl
pontosan harom él latszik tompaszogben.

a) Az elsg allitast a kovetkezoképpen lathatjuk be. Tekintsiik a DP-re meréleges, P-n atmeng sikot. E sik altal
meghatarozott egyik féltérben van a D pont. A masik féltérben van az A, B, C pontok koziil legalabb egy, kiilonben P
nem lehetne belsé pont. Legyen ez a pont A; ekkor APD tompaszog. Ez a gondolatmenet D helyett barmelyik csticsra
alkalmazhato, tehat mindegyik csticsbol indul ki olyan él, amely P-bél tompaszdgben latszik. Ha a B és C' cstcshol
kiindul6 ilyen tulajdonsagu élek kiilonb6z6k, akkor van harom él, amely P-bdl tompaszogben latszik. Ha ez a két él
ugyanaz, akkor annyit tudunk, hogy AD és BC — két szemkozti él — tompaszogben latszik P-bdl.
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Nézziik ezutan a P-n atmend, AP-re, ill. PD-re mer6leges sikokat. (Az abrat ugy készitettik, hogy az A, P, D
pontok a rajz sikjaban vannak, az emlitett merdleges sikokat pedig a rajz sikjaval képezett metszésvonaluk szemlélteti.)
Azok az X pontok, amelyekre APX és DPX egyarant hegyesszog, abban a térrészben vannak, amelynek a rajz sikjara
es6 vetiiletét bevonalkaztuk. Mivel APD tompaszog, ez a térbeli tartomany a D P-n d4tmend, a rajz sikjara merdleges
siknak ugyanazon az oldalan van, mint az A pont. Ezért, ha B is és C is ebben a tartoményban lenne, P nem lehetne
bels6 pont. Ha pl. B nincs ebben a tartomanyban, akkor P-b6l AB vagy BD tompaszogben latszik.

Ezzel az els¢ allitast belattuk.

b) A maéasodik allitas igazolasdhoz folhasznalhatjuk azt az egyszerd tényt, hogy egy tetraédernek mindig van olyan
csucsa, amelybe futé élek koziil barmelyik kettd hegyesszoget zar be. Ezt indirekt Gton igazolhatjuk. Tegyiik fel, hogy
mindegyik cstcsnél van egy legalabb 90°-os szog. Mivel az egy csticshoz illeszkedd harom élszog koziil barmelyik kettd
Osszege nagyobb, mint a harmadik, minden csticsnal 180°-nél nagyobb a szogek Osszege. Mivel négy cstcs van, az
Osszes lapon 16v6 szogek Osszege nagyobb lenne 4 - 180°-nal, de ez ellentmondas, hiszen a négy haromszoglapon a
szogek Osszege pontosan 4 - 180°. Van tehat olyan cstcs, amelyhez illeszkedd élszogek mind hegyesszogek. Legyen ez
a D csics. Ekkor D kiviil esik az AB, BC, C'A élekhez tartozé Thalész-gombokon, igy D-nek van olyan kornyezete is
(egy D kozéppontu gémb), amely ezeken a gombokon kiviil helyezkedik el. Vegytlink ebbdl a kornyezetbol egy olyan P
pontot, amely a tetraédernek bels6 pontja. Az AB, BC, C'A élek P-bdl is hegyesszogben latszanak, masrészt az els6
allitasunk szerint a masik harom él tompaszogben latszik P-bél.

Balogh 171 Jézsef (Szeged, Sagvari E. Gimn., IL. o. t.) és
Keleti Tamds (Bp., Fazekas M. Gyak. Gimn., IV. o. t.)
dolgozata alapjan

II. megoldas. Jelolje S a P-nél keletkez6 hat darab szog Osszegét. A P négy tetraéder kozos csucsa, ezek lapjain
az élszogek Osszege

(1) 4 -47x=16m=25+47+ R,
ahol R az ABCD tetraéder élei és a P-t a tetraéder cstcsaival 6sszekots szakaszok altal bezart szogek Osszege.
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Ismeretes, hogy egy triéder barmely két élszogének 0sszege nagyobb a harmadiknal. Ennek ismételt alkalmazésaval
az XV +VZ < XY + Y Z egyenl6tlenség (2. abra) bizonyitasahoz hasonldéan kapjuk, hogy

PDA< +PDB<« < CDA< +CDB«.

Ugyanilyen becslés igaz a PD altal felosztott D csicsu triéder mésik két szogparjara is. A harom egyenlGtlenséget
Osszeadva azt kapjuk, hogy D-nél a tetraéder belsejében 1étrejové harom szog Osszege kisebb, mint a D-ben talalkozé
ABD, BCD és CAD tetraéderlapok D csucsu szogeinek 6sszege. Ugyanez a tovabbi harom tetraédercsicsnal is teljesiil,
és igy R kisebb, mint az ABCD tetraéder élszogeinek Osszege, 4 m. Ennek alapjan (1)-bol

47 < S

kovetkezik. Igy a hat darab P-cstcst szog koziil legalabb harom tompaszog, hiszen 2 - 7 + 4 - g =4m.



