I. megoldas. Konnyen észrevehets, hogy ha a + b + ¢ = 0, akkor minden, az x = y = z kikotésnek eleget tevs
szamharmas megoldés.
Az is vilagos, hogy ha a = b = ¢, akkor minden olyan szamharmas megoldas, amelyre z + y + z = 0.
A tovabbiakban foltessziik, hogy a + b+ ¢ # 0, és a, b, ¢ koziil legalabb kettd kiilonbo6z6, végiil feltessziik, hogy az
egyenletrendszernek létezik egy olyan 1, y1, 21 megoldasa, ahol z # 0.
Bevezetve az
/ Z1 / 'A%
xr = —, = —
zZ1 zZ1
szamokat, ezekre:
ar’ + by’ = —c, b’ +cy = —a és cx’ +ay = —b.

A harom egyenletet osszeadva, majd a + b + ¢ # 0-val osztva az @’ + 1 = —1 egyenlethez jutunk. Az ¢y = —1 — 2/
Osszefiiggést az tjabb harom egyenletiinkbe helyettesitve:

(a—bz'=b—c, (b—c)t'=c—a é (c—a)r’'=a—0.

Lathato, hogy a, b, c koziil semelyik ketts sem lehet egyenld, ui. ha pl. a = b, akkor az els6 egyenletb6l b = ¢, tehat
a = b = ¢, amit kizartunk. Ha Gsszeszorozzuk e harom egyenletet, az

(a=b)(b—c)(c—a)(z®-1)=0

egyenlethez jutunk. Itt (a — b)(b — ¢)(c — a) # 0, tehat 2™ = 1, amibsl 2’ = 1, igy a — b = b — ¢ = ¢ — a. E harom
— egymassal egyenlé — szdm 0Osszege nulla, egyenlék tehat csak tugy lehetnek, ha mindegyikiik nulla, amit viszont
kizartunk. Feltevésiinkkel ellentmondésra jutottunk. A feladatban szerepld egyenletrendszernek ezért az x =y =2z =10
esettdl kiilonbdz6 megoldasa két esetben van: haa+b+c=0vagy haa=b=c.

II. megoldas. Ismeretes, hogy egy homogén linearis egyenletrendszernek — amilyen a feladatban is szerepel — pon-
tosan akkor van nem trivialis (nem csupa nulla) megoldasa, ha determinansa nulla. A mi esetiinkben ez a determinéns:

abc
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0=|bca :3abc—a3—b3—03:—§(a+b+c)[(a—b)2—|—(b—c)2—|—(c—a)2].
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Innen két esetet kapunk: Vagy a + b+ ¢ = 0 (amikor minden = = y = z szamharmas megoldas), vagy (a — b)* +
(b—¢c)?+ (c—a)? =0, azaz a = b = ¢ (amikor minden olyan szamharmas megoldas, amelyre x +y + 2z = 0). Minden
més esetben csak a trivialis megoldas létezik.



