A szoban forgd szamok koziil nevezziik a-t és b-t egymds ismerdseinek, ha talalhatd szamaik k6zott olyan

a4 = Cp, C1, C2, ..., Cpn—1, Cn :b7
hogy
k k k
[co—c1 |[=3", |er—ca |=3%2, o) | ene1 —cn |= 357,
ahol ki, ko, ..., k, egész szamok. A (co, ¢1, c2, ..., ¢,) szamok kozott lehetnek egyenlSk is. Az ismerds a, b

szamokat (egymashoz) baratsagosnak, ill. ellenségesnek fogjuk hivni aszerint, hogy a fenti n paros vagy pedig paratlan.
(Speciélisan, ha | a — b | 3% alaku, akkor a és b ellenséges.) Igen konnyen lathato, hogy ekkor érvényesek a kovetkezd
szabéalyok:

(1) Ha a és b ismer6sok, és b és c is ismerdsok, akkor a és ¢ ugyancsak ismer6sok.

(2) Ha a és b baratsagos, tovabba a és c¢ is baratsagos, akkor b és ¢ is baratsagos.

(3) Ha a és b ellenséges, valamint a és c is ellenséges, akkor b és ¢ baratsagos.
Korantsem ennyire nyilvanvalé az alabbi allitas:

(4) Ha a és b baratsagos, akkor nem lehet ellenséges.

Tételezziik fel ugyanis, hogy a és b baratsagos és ugyanakkor ellenséges is. Ez azt jelenti, hogy a megadott szamok

koziil kivalaszthaté ci, ca, ..., cam—1 és dy, da, ..., do Ggy, hogy
la—c1|=3", [e1—ca|=3%, ..., | com—1 — b |= 3",
la—dy |=3", |dy—dy |=3"2, ..., | dy — b =32+

(alkalmas k;, I; egészekkel). Ekkor azonban

|a—c1 |:Sl-3k1, ...,|02m_1—b|282m-3k2m,

| di —a |: fl .311, e | doy — b |: f2t+1 .3l2t+17
ahol s;, f; mindegyike 1 vagy (—1). A fenti egyenlGségeket Gsszeadva
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(5) 0="> si-3k 4+ f-3l
i=1 j=1

adodik. Jelolje M a k;, [; egészek abszolut értékének maximumat. Az (5) Osszefiiggés mindkét oldalat 3M_nel megszo-
rozva azt kapjuk, hogy
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(6) 0= s 3Rt 4 N f; 3l
i=1 j=1

Mivel itt k; + M, I; + M = 0, ezért a (6)-ban szerepls 6sszegek minden tagja paratlan egész szam. A tagok szama,
2n + 2t + 1 azonban szintén paratlan, igy az Osszeg nem lehet péaros (tehat 0 sem); ez ellentmondas, amivel (4)-et
igazoltuk.

Ahhoz, hogy szamainkat a kivant médon két csoportra oszthassuk, el6bb osztalyokba soroljuk Gket a kovetkezs-
képpen. Valasszunk ki koziiliik tetszélegesen egy a; szadmot, és soroljuk az els6 osztalyba aj-et és a; ismerGseit. Ha
ezeken kiviil marad még szam, akkor ezek koziil valasszunk egy as -t, és soroljuk a masodik osztalyba as-t és ag
ismerGseit. Az eljarast folytatva végil valamennyi szamot besorolhatjuk r osztaly valamelyikébe, ahol az osztalyok
rendre ay, ag, ..., a,-bol és ezek ismerdseibdl allnak. Kiilonbozé osztalyokba tartozo szamok kiilonbsége sohasem 3*
alakii; ha ugyanis a az i-edik, b pedig a j-edik osztalyban van, és | a — b |= 3% (i # j, k egész), akkor a és b ismerdsok.
Azonban a; és a, valamint b és a; is ismerdsok, ezért (1) miatt a; és a; szintén ismerdsok, ami lehetetlen.

Elegendd tehat az azonos osztalyba tartozd szamokat a kivant modon két csoportra osztani. A p-edik osztaly
esetében alkossa az els6 csoportot a, és az a,-vel baratsagos szamok, mig a masodik csoportba az a,-vel ellenséges
szamokat soroljuk. (2) szerint barmely két (kiilonbozs), az elsé csoportba tartozo szam baratsagos, és (3) szerint
ugyanez mondhato a méasodik csoport barmely két szamarol is. (4) miatt tehat azonos csoportban levs szamok nem
lehetnek ellenségesek, igy kiilonbségiik biztosan nem 3* alaki.

Megjegyzések. 1. A feladat allitasa 3* helyett a”-ra is igaz, tetszbleges paratlan a-val. A kozolt bizonyitas némi
modositasaval belathato tovabba, hogy nemcsak véges sok, hanem akarhény (pl. az Gsszes!) valos szam is két csoportra
oszthato a kivant modon.

2. Tekintsiik azt a grafot, amelynek csicsai a feladatban szerepls valos szamok, és két csicsot akkor kot Ossze él,
ha a megfelel§ szamok kiilonbsége 3 alaki. A feladat szerint ekkor a kapott graf paros. Ismeretes, hogy egy graf akkor
és csak akkor paros, ha minden korében paros sok él van. A fenti bizonyitas soran is tulajdonképpen azt mutattuk
meg, hogy ebben a grafban nincs paratlan sok élbél allo kor (1. (4)), majd ennek felhasznalasaval igazoltuk a graf
parossagat.



