I. megoldas. Ha egy pont egyenletes sebességgel halad egy egyenes mentén, akkor a meréleges vetiilete egy
tetszoleges masik egyenesen ugyancsak egyenletes sebességgel mozog — esetleg all, ha az egyenesek merélegesek. A
vetiilet sebessége nem nagyobb, mint a mozgd ponté és akkor egyenls vele, ha az egyenesek parhuzamosak.

Rogzitslink egy O pontot az e; egyenesen, és inditsuk el innen a P; pontot egyenletes sebességgel az egyenes mentén.
A fentiek szerint ekkor a feladat eljardsanak eredményeként adodo @ pont is egyenletes sebességgel mozog ugyanitt. A
két sebesség pontosan akkor egyenls, ha az egyenesek valamennyien parhuzamosak, egyébként P, gyorsabban mozog,
mint Q. Azt kell megmutatnunk, hogy van olyan pillanat, amikor a két mozgd pont talalkozik. Ez a keresett pont.

Ez nyilvanvalo, ha az egyenesek parhuzamosak: ekkor a két pont a mozgas minden pillanataban egybeesik.

A két pont akkor is talalkozik, ha kozelednek egymashoz: egymassal szemben mozognak, vagy pedig P, a gyorsabbik
,uldozi” Q-t.

Ha a két pont tavolodik egymastol, akkor valtoztassuk meg a P; mozgéasanak irdnyat. Ekkor minden kozbiils6 vetii-
let, azaz végiil a @ mozgasiranya is megfordul, tehat ha eddig tavolodtak, akkor ezutan kozelednek majd egymaéshoz,
és igy veégiil talalkoznak.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Pdasztor Gabor (Miskolc, Foldes F. Gimn., III. o. t.)
dolgozata alapjan.

II. megoldas. Ha az adott egyenesek valamennyien parhuzamosak, akkor nyilvan az e; barmely P; pontja megfele-
16. Ha e; és e; 1 merGleges, akkor az e; barmely P; pontjanak a vetiilete a két egyenes metszéspontja, a végeredményiil
kapott @ pont tehat a P, minden helyzetében ugyanaz, igy ezt valasztva Pj;-nek, megfelel§ pontot kapunk.

Ha e; és e;,1 metsz6k, akkor jelolje a; azt a 90°-nal nem nagyobb abszolit értékid iranyitott szoget, amellyel e;-t a
két egyenes Q; metszéspontja koriil elforgatva e; 1-et kapjuk, ha pedig a két egyenes parhuzamos, akkor legyen «; = 0.
A tovabbiakban foltehetd, hogy egyetlen a; sem derékszog és van olyan «;, amelyik nem nulla.

Vizsgéljuk meg, hogy a feladat eljarasa soran a sik milyen 7T; transzformacioja viszi a P; pontot a P;;1 pontba.
(P41 legyen Q.) E transzforméciok T szorzata viszi majd a Py pontot a @ pontba, igy azt kell igazolnunk, hogy a T
transzformaciénak létezik fixpontja, mégpedig olyan, amelyik az e; egyenesre esik. Ekkor ugyanis ez a pont valaszthaté
Pl—nek.

Ha e; és e;+1 parhuzamosak, akkor T; egy e;-re meréleges eltolas, ha pedig metsz8k, akkor egy Q; koriili a; szogi
forgatva kicsinyités, hiszen Q;P;+1 = cos a;Q; P; és 0 < cosa; < 1.

Ismeretes, hogy forgatva kicsinyitések egymés uténija ugyancsak forgatva kicsinyités, forgatva kicsinyités és eltolas
egymés utanija pedig — a sorrendtdl fiiggetleniil — forgatva kicsinyités vagy nyudjtas. Mivel a T; transzformaciok koziil
nem mindegyik eltolas, a 7' transzformacié maga is forgatva kicsinyités vagy nyujtads. Ennek sordn az e; egyenes
onmagéba megy at, igy a forgatas szoge 180° vagy 360°, C centruma pedig az e; egyenesen van. Ha tehat ezt a C
pontot valasztjuk Pj-nek, akkor T(C') = C' miatt a végeredményiil kapott @ pont valoban azonos lesz P;-gyel.

Hadnagy Eva (Koméarom, Jokai Mér Gimn., IV. o. t. dolgozata alapjan

III. megoldas. Ha «; jeloli az e;, e;11 egyenesek hajlasszogét (e,+1 = e1), akkor az e; egyenes d hosszusagu
szakaszédnak meréleges vetiilete |d cos a;| hossziusagu az e;+1 egyenesen. Ez azt jelenti, hogy ha Py és P;, két pont az
ey egyenesen, @) és @@ pedig a feladat eljarasanak eredményeként kapott megfelel pontok ugyanitt, akkor

(1) QQ,:|c0sa1'cosa2~...-c0san|~P1P1l.

P

Az eljaras eredményeként tehat az e; egyenes egy hasonldsdgi transzformdcidjat kapjuk, a hasonlésag aranya,

A=]cosaq-cosay- ... cosay|, tehat 0 < XA < 1. Abban az elfajult esetben, ha A =0, @ = @ , minden P; pontnak
ugyanaz a képe, és igy ez a kozos képpont valaszthaté Pj-nek. Ha A = 1— és igy a transzformacié egybevagdsag —
akkor |cos | = |cosag| = ... =|cosay,| = 1, az egyenesek valamennyien parhuzamosak, és igy az e; egyenes béarmely

P, pontja megfeleld.
Ha 0 < A < 1, akkor tekintsiik az e; egyenest egy szamegyenesnek. A feladat eljardsa soran kapott P, — Q
hozzarendelés igy egy f fliggvényt hataroz meg, melyre (1) szerint

(2) |f(21) = f(z2)| = Az1 — 22|

barmely xzo, xo szamra. Azt kell megmutatnunk, hogy létezik olyan ¢, amelyre f(xzg) = xo.
Belatjuk, hogy ha egy f fliggvényre teljesiil (2), akkor az linearis. Ha (2)-ben x1 helyére x-et, xo helyére 0-t irunk,
akkor

(3)

- f(0
adodik. Ha megmutatjuk, hogy f) = £(0)

- -nek nem csak az abszolut értéke, hanem az elGjele is allando, akkor (3)-bol
f(z) = f(0) + o - z adddik, ahol |a| = A, az f tehat valoban linearis.



Legyen
f(z1) — f(0) fla2) = f(0) f(z1) — f(z2)

hW=——"Y%3=—"_—"" 66 @P\=——"""".
x T2 T — T2
A feltétel szerint |y1| = |y2| = |ys| = A, mi azt akarjuk igazolni, hogy y1 = ys.
Mivel mindharom szam vagy A-val, vagy pedig (—\)-val egyenls, ezért harmojuk koziil legalabb ketts egymaéssal is

egyenl. Ha y; = ys, akkor készen vagyunk. Ha példaul y; = ys, azaz

fla1) = f(0) _ f(z1) — f(=2)

T Ty — 22

akkor beszorzas utan

(z1 — z2)(f(z1) — f(0)) = 21 (f(z1) — f(z2))
adodik, ahonnan rendezve kapjuk, hogy

21 (f(w2) = f(0)) = w2(f (1) — f(0)),

aAZazZ

p= L0 _fe) =10,

vagyis y1 = y2 ebben az esetben is.
Az f fiiggvényre tehat

f(@) = £(0) + ax,

ahol 0 < |a| = A < 1. Ha most tekintjiik az

flz) ==
egyenletet, akkora a # 1 miatt ennek megoldasa
f(0)
To = 1 _ Oé,
tehat erre az zg -ra
f(,’Eo) = X0.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.



