A szabéalyos haromszog oldalat az els6 kérdés vizsgélatakor is valaszthatjuk egységnyinek. Legyenek tehat az egy-
ségnyi oldala szabalyos haromszog csicsal Ag, Aa, As, a veliik szemben 1év§ oldalfelezé pontok By, Bs és Bs. Ha adott
a kerlileten véges sok pont: X1, Xo, ..., X, akkor jelolje F(Y) a haromszog egy tetszoleges Y keriileti pontjanak az
ezen pontoktdl valo atlagtavolsagat, azaz legyen

ahol d(Y, X;) az Y és az X; pontok tavolsaga.

F(Y) folytonos fiiggvények Osszegének n-ed része, igy maga is folytonos. Bizonyitanunk kellene tehat, hogy van
olyan t érték, amelyre Y helyzetének a haromszog keriiletén torténs valtoztatasaval F(Y') a t-nél nagyobb és a t-nél
kisebb értéket is felvesz, ekkor ugyanis F' folytonossagabol kovetkezik, hogy van olyan Y pont is, melyre F(Y) =+t.
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1. dbra

Mindenekel6tt ¢ értékét hatarozzuk meg, és egyben belatjuk, hogy ha létezik, akkor egyértelm.

Ehhez két specialis esetet vizsgilunk, n értéke mindkét esetben 3 lesz: I. A valasztott pontok a haromszog csicsai,
tehat X1 = Al, X2 = Az, X3 = A3.

Ekkor F(Y) = 1/3(d(Y, A1) +d(Y, A2) +d(Y, A3)). Ha Y az A; A; oldalon van (a haromszog szimmetriéja alapjén
ezt az altalanossag csorbitasa nélkiil foltehetjiik), akkor d(Y, A1) + d(Y, A2) = 1 és Y tavolsdga a harmadik cstcstol

1 3
legalabb akkora, mint a haromszdg magassaga (1. abra), tehat F(Y) > 3 <1 + \/7_>, és igy t, ha létezik, nagyobb,

1 3
vagy egyenls, mint 3 <1 + g) .
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IT. A valasztott pontok ezutan legyenek a haromszog oldalfelez6 pontjai: X; = By, Xo = By, X3 = Bs. Most
F(Y)=1/3(d(Y, B1) +d(Y, B2) + d(Y, Bs)). A szimmetria miatt feltehetjiik, hogy Y a By Az szakaszon van (2. dbra).
A B;BsAj szabalyos haromszogben az oldal a legnagyobb tavolsag, igy d(Y, B1) és d(Y, Bs) akkor maximalis, ha Y
az As cstcsba esik. Az Y BgAs haromszogben pedig a tompaszoggel szemkozti oldal — az A As A haromszog AsBs
magassaga — a legnagyobb. A harom tévolsigra igy a kovetkezs egyenlGtlenségeket irhatjuk fel:

d(Y,By) <1/2, d(Y,By) < 1/2 és d(Y,Bs) < V3/2,

F(Y)<1/3 (1 + ?) .

A két esetet Osszevetve allithatjuk, hogy ha ¢ létezik, akkor értéke csak 1/3(1 + \/5/2) lehet. Belatjuk, hogy ez az
érték rendelkezik az el6irt tulajdonsaggal.

Legyenek ehhez X, Xo, ..., X, adott pontok a haromszog keriiletén. Vizsgaljuk az S = F(Ay) + F(As2) + F(A3)
értéket. Ez nem mas, mint a valasztott X; pontoknak a haromszog cstcsaitél mért tavolsagatlagainak Osszege, azaz

tehat ekkor

1 n
:EZ (X;, A1) + d(Xi, A2) + d(X;, A3)).
=1

Mint lattuk, d(X;, A1) + d(X;, A2) + d(X;, A3) > 3t, tehat ezen mennyiségek atlaga, S > 3t, ami azt jelenti, hogy
F(Ay), F(Ay) és F(A3) kozil egy legalabb akkora, mint ¢.

Tekintsiik ezutéan a Q = F(B1) + F(Bz2) + F(B3) 0sszeget. Ez a valasztott X; pontoknak a haromszog oldalfelezs
pontjaitél mért tavolsagatlagainak dsszege:

1 n
_Z (Xi, B1) + d(X;, B2) + d(X;, B3)).
=1

3

Mint a fentiekben bizonyitottuk, d(X;, B1) + d(X;, B2) + d(X;, Bs) < 3t, tehat @Q < 3¢, ami azt jelenti, hogy
F(By), F(Bs) és F(B3) koziil valamelyik legfeljebb akkora, mint ¢.



Talaltunk tehat egy csucsot, melyre az F(Y) fliggvény értéke ¢, vagy annal nagyobb, és egy oldalfelezs pontot, mely-
re e fiiggvényérték ¢, vagy annél kisebb. Ha valamelyik esetben egyenl&ség van, akkor méris megfelel6 pontot talaltunk,
egyébként pedig, mint azt a megoldas kezdetén megallapitottuk, az F(Y) fliggvény folytonossagabol kovetkezik, hogy
van legalabb egy olyan Y pont a keriileten, melyre F(Y) = t.

Megjegyzések. 1. Mint azt tobben észrevették, a feladat az F. 2641. feladat altalanositasa. (Megoldas a lap 1987. évi
11. szaménak 380. oldalan.) 2. A vizsgalt F(Y) fiiggvények most a sik pontjain vannak értelmezve: a sik pontjaihoz

rendelnek egy-egy szamot. Ami az ilyen fiiggvények folytonossagat illeti, ez ugyanigy értelmezhets, mint a szamhoz
szamot rendels fliggvényekeé, tehat egy f : R x R — R fiiggvény akkor folytonos egy Xy pontban, ha minden € > 0
szamhoz létezik olyan ¢ > 0 szém, hogy a sik minden olyan X pontjara, amelyre d(X, Xy) < ¢, fennall, hogy
F(X) — f(Xo)| < .

Ismeretes, hogy ha egy f fiiggvény a valds szamokon van értelmezve és folytonos egy I intervallumban, akkor az
I-beli szamok képpontjainak f(I)-vel jelolt halmaza is intervallum, azaz f két tetsz6leges I-beli értéke kozé es6 barmely
értéket folvesz az I intervallumban.

A feladatban ennek a tulajdonsagnak egy — nem a legaltalanosabb — sikbeli valtozatat hasznaljuk: a sik pontjaihoz
szamokat rendeld folytonos fiiggvények egy C' zart gorbén — jelen esetben a szabalyos hdromszog keriiletén — folvett
értékei ugyancsak intervallumot alkotnak.



