I. megoldas. Legyen az ABC haromszog teriilete ¢, és hivjunk egy e egyenest — a haromszog A cstcsara nézve —
jonak, ha a BAC szogtartoméanybol ¢/2 teriiletd haromszoget vag le. Nyilvanvalo, hogy minden teriiletfelezs egyenes jo
a haromszog valamelyik csicsara nézve (a stlyvonalak két csicsra nézve is), ez azonban megforditva nem igaz, hiszen
egy jo egyenes nem feltétleniil bels§ pontban metszi az A-bol indulé oldalakat (1. abra), és ilyenkor nem is felezi a
haromszog teriiletét.
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1. dbra

Adott f teriiletfelez egyenesre jelolje d(f) az f-nek a haromszog belsejébe es6 szakaszat, ha pedig az e egyenes
jo, akkor legyen d*(e) az e megfelels szogtartomanyba es6 szakaszéanak a hossza. Ha f teriiletfelezd, akkor a fentiek
szerint d*(f) = d(f).

Modositsuk feladatunkat, a teriiletfelez6k helyett vizsgaljuk a jo egyenesek bGvebb halmazat, és keressiik a d*(e)
mennyiségek minimuméat. Mivel ez a szdmhalmaz b&vebb, mint a feladatban szerepls d(f)mennyiségek halmaza, a
minimumot szolgéaltato ey egyenesre d*(eg) < d(f) minden f teriiletfelezd egyenes esetén. Ha ezutan sikeriil igazolnunk,
hogy a talalt j6 ey egyenes egyuttal teriiletfelezs is, akkor készen vagyunk, ey lesz a keresett egyenes.

A d*(e) mennyiségek minimuménak meghatéarozasahoz el6szor azt bizonyitjuk be, hogy egy konvex szogtartomény-
bol adott teriiletdi haromszoget levagd egyenesek koziil annak a legkisebb a szogszarak kozé es6 szakasza, amelyik a
szogtartomanybol egyenld szarti haromszoget vag le. Legyen az A csticst konvex szogtartoméany szoge a, az ABC
haromszog az adott teriiletii levagott haromszog (2. dbra), tegyiik fel tovabba, hogy AB < AC.
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2. dbra

Ekkor az egyenls szarti A’ BC haromszog teriilete nagyobb, mint az ABC haromszdg teriilete, hiszen BC oldaluk
kozds, a BC-hez tartozdé magassag pedig az elébbi haromszdgben nagyobb. Az A’BC haromszoghdl igy a BC-vel
parhuzamos egyenessel levaghatunk egy A’ B’C’ haromszoget, amely egyenld teriiletii az ABC haromszoggel, és B'C’ <
BC'. Ebb6l mar kévetkezik a fenti allitas.
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3. dbra

Ezutan belatjuk, hogy két kiilonbozs szogi konvex szogtartoménybol adott teriiletd egyenls szérta héromszoget
levagva, a nagyobb szog esetén lesz nagyobb a szogtartomanyt metszé egyenesnek a szarak kozé esé szakasza. A 3.
abran lathatjuk, hogy azonos hossztusagu szakaszok esetén a nagyobb szogtartomanybol levagott teriilet kisebb.

A fenti két észrevételbol kovetkezik, hogy d*(e) a haromszog legkisebb szigének felezGjére merdleges jo eg egyenesre
lesz minimalis.

Meg kell még mutatnunk, hogy ez az ey egyenes egyuttal a haromszog teriiletét is felezi. Ehhez belatjuk, hogy az
AC és az AB oldalakat egy-egy belsé pontban metszi.

Az a a legkisebb sz0g, igy a vele szemkozti a oldalra a < b és a < c. Ha az ey egyenes altal levagott egyenld szara
haromszog szara h, akkor azt kell igazolnunk, hogy h < b és h < c.

Mivel az eg jo, ezért
h2~sinoz_t_bc~sinoz L b be
5 =5= 1 , ahonnan —\/2.

A haromszog-egyenlétlenség kovetkeztében ¢ < a + b < 2b, tehat b- ¢ < 2b2, vagyis

b- b-
Tc < b, és ugyanigy kapjuk, hogy Tc <c.

II. megoldas. Hasznaljuk a 4. abra jeloléseit. Tegyiik fel, hogy By C; felezi a haromszog teriiletét.
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4. dbra



Ezért .
b-c-sin «

2
Széamitsuk ki B1C hosszat a koszinusz tétellel:

b-
=z-y- sina, amib(ﬁlx'y:Tc.

B1C? = 2% +y* — 2zy - cos a = (z —y)? + 2xy(1 — cos a),
amibd6l x - y fenti alakjaval
B1C? = (z — y)? + be(1 — cos a).
Ebbdl lathato, hogy B1Ch akkor a legkisebb, ha
r=1y,
azaz a lemetszett haromszog egyenls szard, a szarak hossza pedig
rT=y=1/—.

2

A levagott egyenls szart haromszog alapja ekkor

B1Cy = /be(1 — cos a).

Alakitsuk ezt at, folhasznalva a be - sin a = 2t Osszefiiggést :

1—
BiCy = 42—
sin «

ahol t az ABC haromszog teriilete. Ezutan az 1 — cos o = 2 - sin? % és a

3101:“2t-tg%,

ami azt jelenti, hogy B;C] a haromszog szogeitsl fliggden akkor a legkisebb, ha az a szog a legkisebb, hiszen a tangens
fiiggvény monoton novekvs a (0, 7/2) intervallumban.

Az els6 megoldasban latottakhoz hasonléan most is meg kell mutatnunk, hogy ha a a legkisebb szog, akkor By és
C1 az AC, illetve AB oldal bels6 pontja.

. . «@ 2 -z
sin a = 2sin 5 oS o azonossagok alapjan

Megjegyzések: 1. A fenti megoldasokban talalt szakasz nem a legrovidebb a haromszog teriiletét felezs ,yonalak”
koziil.
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5. dbra

Tegyiik fel, hogy az 5. abra By szakasza a legrovidebb teriiletfelezs szakasz, és legyen a szogfelezGjének a B1Ch-
gyel valé metszéspontja My. Az AM;Cy haromszdg nem egyenls szart, ezért az eddigiek alapjan van olyan CoMs
a

szakasz, amely révidebb C7 M7-nél, és ugyanakkora teriiletii haromszget metsz le az — sz0gi szogtartomanybol, mint
C1 M. A szogfelezére vonatkozd tengelyes szimmetria miatt ekkor hasonlé igaz a Bs My szakaszra is. Ez azt jelenti,
hogy a CoMs By torottvonal is felezi a haromszog teriiletét, hossza pedig révidebb B;Ci-nél. Az eljarast folytatva
egyre rovidebb teriiletfelezd ,yonalhoz” jutunk. Bebizonyithato, hogy a legrévidebb felezGvonal egy koriv.

2. Az els6 megoldas bizonyos értelemben hidnyos. Az abban vizsgélt teriileteket, illetve egy adott szog szarait metszé
jo egyenesekre a d*(e) mennyiséget magatol értetédGen folytonosnak tekintettiik, és azt is természetesnek vettiik, hogy
a keresett minimum létezik. A II. megoldasban a B;C; szakasz analitikus alakja mutatja, hogy ez a fiiggvény valoban
folytonos.

b-
3. A legkisebb teriiletfelez6 szakasz konnyen megszerkeszthets. Szerkeszthets ugyanis az x =y = Tc mint b és

C ’ . ..
3 mértani kdzepe.



