I. megoldas. z és £+ 1 minden pozitiv egész a-re relativ prim, igy x> és (z+1)> relativ prim kobszamok. Belatjuk,
hogy a kiilonbségiik, 322 + 3z + 1 végtelen sok z-re allit el6 négyzetszamot, azaz a

322 + 3z +1 =14

egyenletnek végtelen sok megoldasa van a pozitiv egészek korében.
Mindkét oldalt 4-gyel szorozva, majd a bal oldalt a z = 22+ 1 helyettesitéssel atalakitva a 322 4+ 1 = 4y? egyenletet
kapjuk. Igy azt kell belatnunk, hogy a

(1) 4y? =322 =1

egyenletnek végtelen sok olyan pozitiv egész megoldasa van, amelyekre z paratlan.

y = z = 1 megfelels megoldds. Megmutatjuk, hogy ha y és z megfelels, akkor ¢y = Ty + 6z és 2’ = S8y + 7z is az.
Ha y és z pozitiv egész, akkor 3y’ és 2’ is az, tovabba y' > y és 2’ > z, tehat egy adott megoldasbol kiindulva végtelen
sok kiilénbo6z6t képezhetiink, amibdl az allitas kovetkezik.

Lathato, hogy ha z péaratlan, akkor 2’ is az. Ezen kiviil

4y/? — 32 = 4(49y* + 84yz + 362%) — 3(64y* + 112yz + 4927) = 4y? — 32°.

Tehat ha 4y* — 322 = 1, akkor 4y — 322 = 1 is igaz. Ezzel allitasunkat igazoltuk.
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Megjegyzések. 1. Lathato, hogy barmilyen pozitiv novekvé p,, és g, sorozatra, amelyre 4p,21 — 3q,21 =1, — tart 3
dn

3
hoz, hiszen ha 4a? — 3b? = 0, akkor % = g, és pn, qn novekedésével 4p? — 3¢2 értéke egyre inkabb elhanyagolhatova

3
valik. Ha %—t lanctortekkel kzelitjiik:

1
6+5 6+ —
2 —
G

stb., (a tovabbiakban a 6 és a 2 ismétlédik) és &—vel az i-edik kozelits lanctort kozonséges tort alakjat jeloljiik,
tapasztalhatjuk, hogy 4]912 — 3%‘2 minden paratlan i-re 1 (és minden paros i-re —3). A megoldasban kimondott rekurziv

alakokhoz igy is el lehet jutni.

2. Az (1) egyenlet u = 2y helyettesitéssel az u® — 322 = 1 alakot 6lti. Ez egy ugynevezett Pell-féle egyenlet.
Feladatunk megoldasa tehéat egyenértéki annak igazolasaval, hogy ennek a Pell egyenletnek végtelen sok olyan (u; z)
pozitiv egészekbdl all6 megoldasa van, amelyben u paros, z pedig paratlan. A Pell-féle egyenletekrdl lapunk kordbbi
szamaiban Fried Ervin irt egy 6 részb6l 4llo cikksorozatot. (Az els6 rész az 1976. évi 7. szamban, a hatodik rész az 1978.
évi 5. szamban jelent meg.) Ebbdl a cikksorozatbdl az emlitett egyenlet altalanos megoldasan kiviil — ami feladatunk
megoldasat is szolgaltatja — sok egyéb algebrai problémaéval is megismerkedhetnek érdekl&dé olvaséink.

II. megoldas. Ha z és y relativ primek, és egyikiik paros, a mésik paratlan, akkor konnyen lathato, hogy = + y és
x — y is relativ primek. Be fogjuk latni, hogy végtelen sok ilyen z-re és y-ra lesz

2
(z+1y)® — (z —y)® = 62%y + 2y = 6y ($2+ %)

négyzetszam.
Keressiik y-t a 6-tal oszthat6 szamok kozott, azaz legyen y = 6t. Ekkor

2
2) 6y (:c2 + ‘%) = 36t (22 + 1212).

Ez nyilvan négyzetszam, ha t és z2 + 12t% is az; = és y pedig relativ primek, ha z és t is azok, és = nem oszthato
sem 2-vel, sem 3-mal. Megmutatjuk, hogy végtelen sok z-re és t-re teljesiil mindkét feltétel egyiitt.
Ha x = m? — 12n? és t = mn (ahol m és n tetszéleges pozitiv egészek), akkor

2 4+ 1262 = (m? — 12n%)2 + 12(2mn)? = (m? 4 12n?%)?,

vagyis ekkor (2) jobb oldalanak harmadik tényez&je valoban négyzetszam.
Konnyen ellenérizhets, hogy ha m = (6p + 1)2, ahol p tetszbleges pozitiv egész, és n = 2, akkor az Gsszes tobbi
feltétel is teljesiil. Ekkor ¢ = 4(6p + 1)2, ami négyzetszam, x = (6p + 1)4 — 48, ami minden pozitiv egész p-re pozitiv



egész, és 6-tal osztva 1-et ad maradékul, tehat sem 2-vel, sem pedig 3-mal nem oszthat6. Végiil = és t relativ primek,
hiszen a 2 kivételével a ¢ minden primosztdja osztdja 6p 4+ 1-nek, tehat nem lehet osztdja x-nek, mivel 6p + 1 és 48
minden p-re relativ primek.
Tehét az
r+y=(6p+1)*+24(6p+1)% — 48

és az
x—y=(6p+1)* —24(6p+1)* — 48

relativ prim szadmok koébének kiilonbsége minden pozitiv egész p-re négyzetszam, méghozza kiilonbo6z6 négyzetszam,
hiszen p novelésével t és 22 + 12t% is n6. Ezzel igazoltuk a feladat allitasat.

Megjegyzés. Feladatunk kapcsolatban all a Gy. 2359. gyakorlattal, amelynek megoldasa lapunk 1987. évi 3. szaméaban
jelent meg. A megoldés utan kozolt 2. megjegyzésben bizonyitas nélkiil megadtunk a (2) egyenletben szerepls y-ra egy
rekurziv formulat, amellyel végtelen sok y érték elGallithato. Az erre a megjegyzésre vald hivatkozast természetesen
nem fogadtuk el megoldasnak, hiszen most éppen a megjegyzésben kozolt allitas bizonyitdsa volt a kitiizott feladat.



