I. megoldas. Jeloljiik a keresett Osszeget S,,-nel és alakitsuk az alabbiak szerint:

S,=02-1)22C+1)+B-1D3B+1)+...+(n—1-1n-1)>2n-1+1)=
=222 -1+ 3@ -D+...+(n-1)*(n-1)>-1) =
=21 2243 324 4+ (n-1D'—(n-1)>
Tehat S, igy irhato :
Sp=1"4+2"+... +(n—-1)*"— (1+2°+ ...+ (n—1)).
(n—1n2n-1)
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A zéréjelben levs Osszeg ismert, , ezért S, zart alakjahoz az

42tk
Osszeg zart alakjara van sziikség. Tekintsiik ehhez az alabbi egyenl&ségeket:

2 =(1+1)°=1"+5-1"4+10-1*+10- 1> +5-1+1,
F=(02+1)P°=2"4+5-2"410-2°+10-2>+5-2 41,

(k+1° =k +5-k*+10- k> +10-k* +5-k + 1.
Ezeket az egyenlGségeket 0sszeadva rendezés utén a

(E+1)P =1 +5(1  +20+ . 4N +103+ 28 + ...+ E}) +10(12 + 22 + ... + k%) +
+5(1+2+...+k)+k
egyenlGséget kapjuk, amibdl, ha folhasznaljuk az els6 k pozitiv egész Osszegére, négyzet- és kobosszegére vonatkozo
ismert Gsszefiiggéseket, némi szamolas utan

k(k+1)(2k + 1)(3k% + 3k — 1)

14424+ k=
+24 4.+ =0

adodik. Ennek alapjan
g (n—1n2n—-1)Bn?2-3n-1) (n—1)n2n—1)
" 30 a 6 ’

és igy
g (n=2)n—1)nn+1)2n—1)
n 10 .

II. megoldas. Keressiik S),-t az n 6todfokd polinomjaként, tehat
p(n) = an® +bn* +end +dn® +en + f
alakban. Feladatunk a p polinom egyiitthatoinak meghatarozasa. Tekintsiik p-t az n — 1 helyen :
pn—1)=an—1°+bn—1)*+c(n—1)3+dn—1)2+en—1)+ f.
A miiveleteket elvégezve és n fogy6 hatvanyai szerint rendezve :

p(n—1)=a-n®+ (=5a + b)n* 4+ (10a — 4b + ¢)n® + (—10a + 6b — 3¢ + d)n*+
+(Ba—4b+3c—2d+en+(—a+b—c+d—e+f).

p(n) és p(n — 1) felirt alakjabol
(1) p(n) —p(n — 1) = 5an* + (=10a + 4b)n> + (10a — 6b + 3c)n*+
+(=5a+4b—3c+2d)n+ (a—b+c—d+e).

Masrészt S, — Syp—1 az eredeti Gsszegbdl:

(2) Sp—Sn_1=(n—2)(n—-1)2n=n*—4n3 4 5n* — 2n.



(1) és (2) akkor és csak akkor egyenls minden n > 3 természetes szamra, ha a két polinomban az n ugyanolyan kitevdji
hatvanyainak egyiitthatoi megegyeznek, azaz

5a =1,
—10a + 4b = —4,
10a — 6b + 3¢ = 5,
—5a + 4b — 3c+ 2d = -2,
a—b+c—d+e=0.
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Ebbél az egyenletrendszerbél a = R b= 5 = 0,d= —5 €= és igy a
1 1
p(n) = =n® nt4+ -n?—-n

50 2 2 5
polinomra p(n) —p(n —1) = S, — S,_1 minden n > 3 egészre. (Valojaban p(n) —p(n —1) = (n—2)(n — 1) - n fennall

minden egész, s6t minden valos n-re.)
Mivel ezen kiviil p(4) = 108 = Sy, ezért valéban p(n) = S,, az n minden szoba jové értékére.

Megjegyzés. A mésodik megoldéasban sziikség volt a kezdeti értékek ellenGrzésére, hiszen a p polinom puszta léte-
z€sébsl — amit a talalt egyenletrendszer megoldhatésaga biztosit — csak annyi kévetkezik, hogy ha az S, egyaltalan
elgallithato az n 6todfoka polinomjaként, akkor ez a polinom csak a p(n) lehet.



