Egy négyzetszam maradéka 4-gyel osztva 0 vagy 1, igy két négyzetszam Osszege nem adhat 4-gyel osztva maradékul
3-at. Négy, vagy anndl tobb egymadas utani természetes szam kozott tehdt van olyan, amelyik nem irhatd fel két
négyzetszam Osszegeként, és igy a k legnagyobb értéke legfeljebb 3 lehet.

Megmutatjuk, hogy ez a legnagyobb érték éppen a 3: megadunk végtelen sok olyan, szomszédos szamokbol 4llo
szamharmast, amelyek elemei folirhatok két négyzetszam Osszegeként. Hivjuk a tovabbiakban az ilyen tulajdonsagu
szamokat szépnek.

Természetesnek tiinik az {m? —1, m?, m?+1} alakt harmasok vizsgalata, hiszen ezekben a mésodik és a harmadik
elem szép (m? + 02, m? +1?), és igy elég megmutatnunk, hogy m? — 1 végtelen sok m természetes szamra szép.

Egy Eulertdl szarmaz6 azonossag szerint szép szdmok szorzata is szép. Valoban

(1) (a® + b*) (2 + d?) = (ac)® + (bd)® + (ad)® + (be)* = (ac + bd)” + (ad — be)®.
Ha most m? — 1 szép, akkor
(m?)* =1 = (m? — 1)(m? + 1),

és igy az (1) azonossag szerint (mz)2 — 1 szép szamok szorzataként maga is az.
Elegends tehét egyetlen olyan a® négyzetszamot talalnunk, amelyre a? — 1 szép, mert a fentiek szerint ekkor ag = a,

an = a’_, valasztassal az a2 — 1 sorozat minden egyes eleme szép.

Mivel 8 = 32 — 1 = 22422, ezért a = 3 megfelels. Az igy kapott 32" —1 (n = 1) sorozat minden eleme szép, és igy
{3%" —1, 3%, 3" +1}

szamharmasok elemei minden pozitiv egész n-re elgallnak két négyzetszam Osszegeként.
A k legnagyobb értéke tehat 3.

Megjegyzés: Konnyen lathato, hogy a 4n* + 4n? és a rakovetkezs két természetes szam is megfelel szamharmast
ad barmely pozitiv egész n-re, hiszen

4nt + 4n? = (2712)2 + (2n2)2,

Ant +4n? +1= (202 + 1) + 02,
4n* +4n? +2 = (2n% + 1) + 12
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