Ha n = 1, akkor minden = megoldas, hiszen 2z — 1+ 1 — z = z. Legyen tehat az n > 2. A tovabbiakban két esetet
kiilonboztetiink meg aszerint, hogy az n péaros-e vagy paratlan.

1. eset. Az n paros. Ha x > 1, akkor 2z — 1 >z > 0, igy (2o —1)" > 2™ és (1 — )" > 0 (mert az n paros), tehat
az egyenlet bal oldalan nagyobb szam &ll, mint a jobb oldaldn. Az x = 1 megoldasa az egyenletnek.

1
Ha - <z <1, akkor legyen a =2z —1>0és b=1—x > 0. A vizsgalt egyenlet ekkor a” + b" = (a + )" alaki.
A jobb oldalt a binomialis tétel alapjan kifejtve konnyen belathato, hogy

(1) (a+b)">a"+0b", ha n>2 a>0 é b>0.

Igy tehat ebben az esetben sincs megoldas.

r= §—re 2r—1=0,1—x =z, tehat x = 3 megoldas.

Végiil ha x < %, akkor |1 — z| > |z|, hiszen 1 —2 > z és 1 — 2 > —z. Ekkor (1 —2)" = |1 — z|" > |2|" = 2" és
(2r —1)" > 0 (mert n péros), tehét a bal oldal ismét nagyobb a jobb oldalnl.

Ha az n péaros, akkor az egyenletnek két megoldasa van: x = E ésx=1.

2. eset. Az n paratlan. Lathato, hogy ha az egyenletben szereplsé harom elséfokt polinom (2z — 1, 1 — x és x)
valamelyike nulla, akkor egyenl&séget kapunk, igy x = —, x = 1 és z = 0 megoldéasok.

Ha egyikiik sem nulla, akkor a paratlan n-re fennallo

azonosség felhasznalasaval az egyenlet mindig a” +b" = (a + b)" alakba rendezhetd, ahol a és b pozitiv. A tagok elGjelét
és az egyenlet ennek megfelel6 adtrendezéseit az alabbi tablazat tartalmazza:

22—-1|1—-2 |z Bal oldal Jobb oldal
1<z + — + 2z —1)" (x —1)" 42"
1
§<x<1 + + + | z-1D)"+1—-2)" "
1
O<x<§ - + + (1—xz)" a2 + (1 —2z)"
<0 - + - (—z)" + (1 —=x)" (1—2z)"

Az (1)-ben megfogalmazott allitas szerint az egyenletnek a kéttagt Osszeget tartalmazo oldala kisebb, mint a masik,
igy nincsen a fent talalt harom gyoktsl kiillonb6zé megoldés.

1
Egyenletiinknek tehat n = 1-re minden valés szam megoldasa, ha pedig n > 2, akkor = = 3 és x = 1, tovibba
paratlan n-re még x = 0 is.
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Megjegyzés. Paratlan n-re az x = 0 megoldas. Ha x # 0, akkor x™-nel val6 osztas utan g helyettesitéssel az

(2) A=t +t" =1
egyenlethez jutunk. Ha f(t)-vel jel6ljiik a bal oldalon all6 fiiggvényt, akkor
i) =nn—1)[1 —t)" 2 +"72].

Konnyen belathato, hogy ha n > 1, akkor f™(¢) > 0. Ez nyilvanvalo, ha az n paros, ha pedig az n paratlan, akkor
az atrendezés utan kapott
s (t—1)" 7

egyenl6tlenség a paratlan kitevdji hatvanyfliggvény szigori monotonitasdbol kovetkezik.
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Az f figgveény tehat szigortian konvex, és igy tetszéleges értéket — az 1-et is — legfeljebb kétszer vehet fel (abra).

Mivel f(0) = f(1) = 1, ezért ha n > 1, akkor a (2) egyenletnek pontosan két gyoke van, a t =0 és a ¢t = 1, ahonnan

az eredeti egyenlet nullatol kiilonbo6z6 gyokei 1 és 3



