I. megoldas. Adott z1, zo, ..., x, szamokra legyen
(1) Sn(@1, oy ooy ) =1 +z1) A +22) .. T4z, + A —21)(1—22) ... (1—2,).

Nyilvan S1(z1) = 2, igy ha n = 1, akkor mindkét bizonyitandéd egyenlStlenségben egyenlGség all. A tovabbiakban
legyen az n legalabb 2.
Ha (1) jobb oldalan elvégezziik a beszorzast, akkor a paratlan tényezGs szorzatok kiesnek és

(2) Sp(z1, T2, ... ,xn) =24 2P, (21, T2, ..., Tp)

adodik, ahol P, (x1, x2, ..., x,) az adott szamokbol készithet paros tényezds szorzatok Osszege. A feltétel szerint
ezekben a szorzatokban minden egyes tényezs pozitiv és kisebb 1-nél, ezért

0< Py(z1, wa, ..., zp) < P, (1, 1, ..., 1).
N——_— ———

n darab 1-es
Ez azt jelenti, hogy
(3) 2 < Sy, T2y ooy Tp) <24+ Po(1, 1, ..., 1).
A (3) jobb oldalan (2) szerint éppen
S.(1, 1, ..., )=01+1)1+D...0+H)+(1-1D1-1)...01-1)=2"
all, és igy
2 < Sp(x1, T2, oy Ty) <27,

ha n > 1. Ezzel a bizonyitast befejeztiik. Lathato, hogy (3) szerint az n > 1 esetben egyik egyenl6tlenségben sem
allhat egyenlGség.

II. megoldas. Jeloljik Z-sal az x1, xa, ..., x, szdmok DA Tat. atlagat. Mivel az x; szamok mindegyike
n

0 és 1 kozé esik, igy ugyanez T-ra is igaz.
A feltétel szerint az (1 + x;) és az (1 — x;) szamok mindegyike pozitiv, igy a vizsgalt Gsszeghben szerepld n-tényezss
szorzatok feliilr6l becsiilhet6k a szamtani és a mértani kozép kozti egyenlStlenség felhasznélasaval. Eszerint

l1+r1+1+29+...+1+4+x,
n

(1+$1)(1+x2)...(1+xn)§< )n_(1+f)”,

illetve

1—x1+1—3:2+...+1—33n)"(I_T)n
- )

I—z)1l—z2)...(1 —z,) < <
A két egyenl6tlenséget Gsszeadva;
A+z)Q+ze)...(l+z)+(Q1—z1)1—22)...(1—2,) < (14+2)"+(1-7)".
Itt n = 1-re a bal oldal éppen 2, n > 2-re viszont
(4) 1+2)"+(1-2)"<(1+zT+1-72)" =2
A binomiélis tétel szerint ugyanis
(1+2)+(1-2)" =01+7)"+

—i—(?)(l—i—f)"l(l —T)+...+ (Z)(1+E)"k(1 ) M PRI ¢ R L

Az 6sszegnek legalabb harom tagja van, minden tag pozitiv (1 +Z > 1, 1 — T > 0 a feltétel szerint), igy az Osszeg
hatarozottan nagyobb az els6 és utolso tag Osszegénél. Ezzel a feladat egyenlStlenségének jobb oldalat belattuk, vala-
mint azt is, hogy n > 2-re nem &llhat fenn egyenlGség. n = 1-re viszont a vizsgalt kifejezés értéke minden zq értékre
14+ 21 +1—21 =2, tehat itt minden szoéba jovs x;i-re egyenlGség all.

Az egyenl6tlenség bal oldalan n = 1-re szintén mindig egyenldség all. Jeloljik most j =1, 2, ..., n-re p;-vel az
I+z1)(1+x2) ... (1+z;), gj-vel pedig az (1 —z1)(1 —x2) ... (1 —x;) szorzatot. Ekkor p; > ¢;, hiszen 0 < z; < 1
miatt 1 +z; > 1 —x; > 0, s nagyobb pozitiv szdmok szorzata is nagyobb. Mésrészt

pj+qi =pi—1(1+x;)+qi—1(1 —2;) =pj—1 +qj—1 + ;(pj—1 — ¢j—1) > Pj—1 + ¢j—1,



hiszen x; > 0 és pj—1 — ¢j—1 > 0. Azt kapjuk tehat, hogy
2=p1+q <p2tq<...<pp-1+gn-1 <Pn+qn,

tehéat az egyenlStlenség bal oldala is igaz, és n > 2-re nem lehet egyenlGség.

Osszefoglalva: Az egyenl6tlenségekben sohasem allhat fenn egyenl@ség, ha n > 2, és minden széba jov6 =1 értékre
egyenléség van, ha n = 1.

Megjegyzések: 1. A feladat szovege kizarta az x; = 0 vagy x; = 1 lehetGséget. Természetesen nem tekintettiik hibanak, ha
valaki a ,nulla és egy kozé esik” kifejezést Ggy értelmezte, hogy e két eset is benne foglaltatik. Ez ugyanis csak konvencié kérdése,
és aki a 0 < z; < 1 feltételbdl indult ki, az tobbletmunkat véallalt magara. (Megjegyezziik: ha egy feladat szovegezését nem
érezziik egyértelmtinek, mindig érdemes az altaldnosabb értelmezést valasztani, hiszen igy a kitiz6 altal elgondolt valtozatot is
biztosan térgyaljuk majd, ami az ellenkez6 esetben nem biztos.) Mindkét kozolt bizonyitas konnyen kiterjeszthet a 0 < x; < 1
esetre is, ilyenkor azonban akkor is lehetséges egyenlGség, ha n > 2.

Az els6 megoldasban vizsgalt paros tényezGs szorzatok Osszege most lehet nulla, amennyiben minden egyes ilyen szorzat
tartalmaz 0 tényez&t. Ez pedig pontosan akkor igaz, ha az x1, x2,. .., T, szdmok koziil legfeljebb egy pozitiv. Ilyenkor tehat

Sn(z1, T2y ..y Tn) = 2.

Ami a fels6 becslést illeti, itt nyilvan pontosan akkor van egyenléség, ha minden egyes paros tényezss szorzat értéke 1, azaz
X1 =To=...=Tp = 1.

2. A jobb oldali egyenl6tlenség is konnyen bizonyithaté a p; +q; = pj—1(1+z;)+q¢i-1(1—z;) = pj—1+q¢i—1+z;(pj—1 —gj—1)
azonossag alapjan. Mivel z; < 1 és 0 < pj1 —qj—1 < pj—1 + qj—1, ezért x;(pj—1 — qj—1) < pj—1 +¢qj—1 és p; +q; =
pi-1+¢-1+2(pj—1 — ¢5—1) < 2(pj—1 + ¢j1).

Innen azt kapjuk, hogy pn + gn < 2(pn—1 + qn-1) < 4(Pn—2 + gn-2) < ... < 2k(pn,k +qn-x) <... < 2”71(p1 +q)=2".
EgyenlGség csak akkor all, ha minden j > 2-re z;(pj—1 — qj—1) = pj—1 — qj—1, azaz x; = 1 és ¢j—1 = 0. Ez pedig pontosan akkor
teljesiil, ha minden x; értéke 1.

Ha viszont n = 1, akkor (a j > 2 feltétel miatt) nem kapunk kikotést, és minden x; értékre egyenlGség van.



