I. megoldas. Vizsgaljuk elGszor, hogy adott ABC haromszogre mi azon P pontok 7Tp halmaza a sikban, amelyekre
a szoban forgd haromszogek koziil ketts, példaul a PAB és a PBC héaromszogek teriilete egyenls. Ha P = B, akkor a
haromszogek szakasszé fajulnak, teriiletiik nulla, igy B € Tp. Egyébként e két haromszoég PB oldala kozo0s, igy P # B
akkor és csak akkor eleme Tp-nek, ha az A és a C cstcsok egyenld tavol vannak a PB egyenestdl.
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1. dbra

Ha a PB egyenes elvalasztja A-t és C-t, akkor a fentiek szerint &t kell haladjon az AC felezGpontjan, ha pedig
nem, akkor nyilvan parhuzamos AC-vel. Ennek a metsz6 egyenesparnak pedig nyilvin minden pontja hozzatartozik a
Tp halmazhoz (1. abra).

Ha most mindhdrom hiromszog egyenls teriiletd, akkor P barmely két ilyen egyenesparnak pontja. Tetszéleges
ABC haromszogh6z négy ilyen pont van (2. abra), a haromszog stulypontja, illetve a cstcsok titkorképe a szemkozti
oldal felezGpontjara.
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2. dbra

Vizsgéljuk most meg, hogy erre a négy pontra milyen haromszogekben teljesiil a feladat masodik, a keriiletekrol
sz0l6 foltétele. Tekintsiik elGszor az ABC haromszog S silypontjat. Ha példaul az SAB és az SBC haromszogek
keriilete egyenls, akkor

(1) SA+ BA=SC + BC.

Azt allitjuk, hogy (1) pontosan akkor teljesiil, ha az ABC haromszog egyenld szara, mégpedig ugy, hogy a B cstcsbol
indul6 oldalak egyenldk.

Ha BA = BC, akkor (1) nyilvan igaz, hiszen a B-b6l indul6 stlyvonal egytuttal az AC felezd merdlegese is. Ha pedig
példaul BA > BC, akkor a B-bdl induld siulyvonal teljes egészében — a masik végpontja kivételével — az AC felezd
merdlegesének a C-t tartalmazé oldalan halad. Ekkor pedig SA > SC, hisz S, a stlypont, belsé pontja a sulyvonalnak
(3. abra). A két egyenlGtlenséget osszeadva SA+ BA > SC + BC, vagyis (1) nem allhat fenn.
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3. dbra

Egy ABC haromszog S sulypontjara tehat akkor és csak akkor lesz egyenl az SAB, SBC és az SC A haromszogek
keriilete, ha az ABC barmely két oldala egyenld, azaz a haromszog szabalyos.

Tekintsiik most a P tovabbi harom lehetséges helyzete koziil példaul a P4 pontot, az A-nak a BC felezGpontjara
vonatkozo tiikorképét. Az AC Py B négyszog paralelogramma, igy az AP4 B és az AP, C haromszogek keriilete egyenls.
A harmadik, P4BC haromszog pedig éppen akkor lesz ezekkel egyenls keriileti, ha az elbbi paralelogramma 4tloi
egyenlSk, maga a paralelogramma pedig igy téglalap. Ez pedig pontosan akkor teljesiil, ha az ABC haromszogben az
A csucsnal derékszog van.

Azt kaptuk, hogy a megadott tulajdonsaga P pont akkor és csak akkor létezik, ha az ABC héaromszog szabéalyos,
vagy pedig derékszogi. El6bbi esetben P a haromszog stulypontja, az utébbiban pedig a derékszogd csics tiikorképe
az atfogo felezGpontjara.

Megjegyzés. A PAB és a PBC haromszogek kerilete pontosan akkor egyenl, ha PA+ AB = PC + CB, azaz
PA— PC = CB — AB. Az ilyen tulajdonsagi P pontok AB = BC esetén az AC felez6 merdlegesén, egyébként pedig
egy hiperbola egyik dgan helyezkednek el (4. 4bra). A hiperbola fokuszai A és C, a hiperbolaag pedig athalad a B-nek
az AC felez6 merslegesére vonatkozo tiikorképén.
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4. dbra

II. megoldas. Jeloljiikk a PA, PB, PC szakaszok hosszat rendre x, y, z-vel, és legyen a PAB, PBC és PCA
haromszogek keriilete 2s. Ekkor
2s=zrz+y+c=x+z2z+b=y+z+a.

Mindegyik egyenlet mindkét oldalabol x + y + z-t kivonva kapjuk, hogy

(2) c—z=b—y=a—=zx.



Mivel a teriiletek is megegyeznek, a Heron képlet szerint :

V(s —2)(5 —9)(5 — ) = /(s — 2)(s — 2)(5 — B) = /(5 — 9)(5 — 2)(s — ).

Neégyzetre emelve és s(s — z)(s — y)(s — z)-vel osztva, ami nem 0,

_ _b _
(3) STC_570 570 dsdik.
s—z s—y S—=x

Vegyiik figyelembe, hogy pl.

s—c Ss—z+z—c¢ zZ—cC
= :1—|— N
s—z s—z s—2z
és igy (3) a kovetkezsképpen irhato:
_ h— _
(4) A B S A
s—2z s—y s—x

(2) szerint e tortek szamlaloi egyenldk, igy (4) csak ugy teljesiilhet, ha a nevezdk is azok, vagy ha a szamlalok értéke
nulla. Ha tehat az ABC haromszogre és a P pontra teljesiil a feladat feltétele, akkor a bevezetett jelolésekkel vagy

a) s—z=s8—y=s—x, vagy pedig
b) c—z=b—y=a—z=0.

Az a) esetben x = y = z, de akkor (2) szerint a = b = ¢, tehat a haromszog szabalyos.

A b) esetben a = x, b =y és ¢ = 2z, azaz AB = PC, BC = PA és CA = PB. Barhogy is vélasztunk ki tehéat a
négy pont, A, B, C és P koziil kettGt-kett6t, a parokat 6sszekots szakaszok egyenlék. E négy pont tehat — valamilyen
sorrendben — egy olyan paralelogramma négy csicsa, amelynek egyenlé hossziak az 4tloi, a négyszog ezért téglalap,
az ABC haromszog pedig derékszogt.

Konnyen lathato, hogy a talalt esetekben létezik a feladat feltételeinek eleget tevé P pont. Az a) esetben P-nek
a csucsoktol mért tavolsagai egyenlsk, igy P az oldalfelez6 merdlegesek metszéspontja (azaz egyben a héaromszog
stlypontja is). A b) esetben pedig P az ABC derékszogi haromszog téglalappa torténd kiegészitése utan adodo
negyedik csics.



