I. megoldas. Bevezetjiik a kovetkez6 jeloléseket:
sp=a" +yF+25 (k=0)
és
a=xy+xz+yz, b=uayz.

Hotratégiank” a kovetkezd: Ismerjiik = + y + 2z értékét. Megmutatjuk, hogy ennek, valamint a-nak és b-nek a
segitségével si tetszGleges k természetes szamra kifejezhets. Minthogy ss és sy értékét ismerjiik, igy a-ra és b-re két
egyenletet kapunk. Kideriil, hogy ez a kétismeretlenes egyenletrendszer mar nagyon egyszertien megoldhato.

Irjuk fel elgszor azt a harmadfoku egyenletet, amelynek gyokei éppen x, y és z:

(u—)(u - y)(u—2) =0,
Ezt kifejtve és rendezve az
(4) u® =2u® —au+b

egyenlethez jutunk. Ha tehat z, y, z a feladat egyenletrendszerének egy megoldas-harmasa, akkor barmelyikiik gyoke
lesz (4)-nek, s6t az abbol u hatvanyaival valé szorzéssal nyerhetd

uf =201 — auf? 4 0P (k2 3)

egyenleteknek is.
Ez azt jelenti, hogy
o = 207 — qgh? 4 pgh 3
y* = 2051 — ayh? 4 pyh3,

=22kl k2 k3 k>3,
E harom egyenletet Osszeadva az
(5) Sk = 25p—1 — aSp—2 + bsp_3, k=3

osszefiiggeést kapjuk. Igy szép sorban ki tudjuk szamitani ss, s4, S5, g, 57 értékét a és b segitségével, hiszen sy =
3, s1 = 2 adott, innen
so=a+yP+ 22 = +y+2)? 2@y +rz+yz) =4—2a.

Nézziik, mit ad (5) ss-ra !
s3 = 2s92 —asy + bsg = 2(4 — 2a) — 2a + 3b.
(2) szerint s3 = 20 , amit beirva az egyszerisités utan a b = 4 + 2a Gsszefiiggéshez jutunk.
Kezdeti programunk tehat 1ényegesen egyszertisodik: s most kifejezhet csupan az a segitségével is:
(5) Sk = 28p—1 — ask—2 + (4 + 2a)sk—3, k = 3.
Ezt rendre k = 4, 5, 6, 7-re alkalmazva :

54 =253 — asy + (44 2a)s; = 40 — a(4 — 2a) + 2(4 + 2a) = 48 + 24°.
55 = 254 — as3 + (4 + 2a)sy = 2(48 + 2a%) — 20a + (4 + 2a)(4 — 2a) = 112 — 20a.
56 = 285 — asy + (4 + 2a)s3 = 2(112 — 20a) — a(48 + 2a*) + (4 + 2a) - 20 =
=304 — 48a — 2a°.
s7 = 286 — ass + (4 + 2a)sy = 2(304 — 48a — 2a®) — a(112 — 20a)+
+ (4 + 2a)(48 + 2a*) = 800 — 112a + 284>

Minthogy s7 = 2060 értéke ismert, a-ra masodfoku egyenletet kapunk. Az egyszertisités utan a? —4a —45 = 0, ahonnan
a1 = —5 vagy az = 9. Utobbi nem ad. valos z, y, z megoldast, mert 0 < so = 22 + 9% 4 22 = 4 — 2a = —14 lehetetlen.
Igy a -ra, tehat b -re is csak egy-egy valds megoldast kapunk: a = —5, b = —6. Az a harmadfoku egyenlet tehat,
amelynek megoldasai éppen a feladat egyenletrendszerének x, y, z megoldasharmasa :

u® —2u*+6=0,



s ennek megoldésai 1, —2 és 3. Egyenletrendszeriink lehetséges megoldéasait tehat e harom szam hat permutaciéjaként
kapjuk :

I :3; 1'223; ,’E3:1; 1'421; 1'5:—2; 1'6:—2
y1=1 Y2 = —2; Y3 = 3; Ys = —2; Ys = 3; ye =1
z1 = —2; 20 =1; z3 = —2; 24 = 3; z5 = 1; 26 = 3.

Konnyen ellenérizhets, hogy e szdmhéarmasokra s; = 2, s3 = 20, s7; = 2060, a feladat egyenletrendszerének tehat
valéban megoldésai.

Megjegyzés. Erdekes megfigyelni, hogy bar s; hetedfokt polinom, mégis fel tudtuk irni az a masodfoka polinom-
jakeént, holott a csak mésodfoku (kettSs szorzatokbol all). Azért tudtuk most a fokszamot csokkenteni, mert ismertiik
51 és sz értékét. Ugyanez a helyzet ss -nél, ahol a jobb oldal a -ban csak els6foku. Viszont sem s4 -nél, sem sg -nal
nem csOkkent a fokszam. Konnyen ellendrizhets, hogy ha (s7 , értékének ismerete nélkiil) tovabb folytatnank az s

k/2

kifejezését a -val, paros k esetén a-nak mindig i—edfokﬁ polinomjat kapnank, ahol a”/< egyiitthatoja felvaltva +2 és

—3 .
—2, paratlan k esetén viszont (éppen ezért) a fokszam csokken: -edfokd lesz a-ban. Igy pl. elvileg megoldhato

egy olyan egyenletrendszer, ahol s7 helyett s1; értéke van megadva, de nem mindig oldhat6é meg, ha sjg, hiszen a
negyedfoku egyenlet megoldasara van, az 6todfokaéra pedig nincs altalanos eljaras. (Mindez érvényes attol fiiggetleniil
is, hogy s1 és s3 konkrét értékét hogy adjuk meg.)

II. megoldas. Legyen most is a = xy + yz + 2x és b = xyz. Ezuttal is a és b értékét, tehat annak a harmadfoka
u® —2u® + au — b

polinomnak az egyiitthatéit hatarozzuk meg, amelynek a kittizott egyenletrendszer =, y, z megoldasa a gyokhalmaza.
Ehhez az aldbbi azonossagokat hasznaljuk fel.

(6) (x+y+2°—@+P+2) =3 +y)y+2)(z+2) =
=(x+y+2)(zy+yz+z22) —zyz.
(7) (+y+2)"+ @ +y +27) =

=Tz +y)(y+2)(z +2)[(@° + v +2° + 2y +yz + 22)” + ayz(z +y + 2)).
(6) és (7) bal oldala (1), (2), (3) alapjan —12, illetve —1932. Igy (6)-bol
(2 +9)y + )z +2) = —4,
ahonnan (7) szerint
(22 + 9% + 22 + xy + yz + 22)? + 2zy2 = 69

adodik.

A talalt Osszefiiggések bal oldala felirhat6 a, b és x + y + z = 2 segitségével, és igy a

2a —b=—-4

(4—a)? +2b =69

egyenletrendszert kapjuk. Ennek két megoldasa van, a; = 9, by = 22, illetve ay = —5, by = —6.

Az els6 megoldas nyoman kapott harmadfoka polinom, u® — 2u? 4+ 9u — 22 szigortian monoton nové, igy csak egy
valos gyoke van, ilyenkor tehat nem kapunk valés megoldast.

A masodik esetben az u® — 2u® — 5u + 6 = 0 egyenletet kapjuk. Ennek gyokei 1, —2 és 3, és igy az egyenletrendszer
hat megoldasa

1'1:3; 1'223; ,’E3=1; ,’E4:1; 1'5:—2; $6=—2
y1=1 Y2 = —2; Ys = —2; Ya = 3; Ys = 3; Y =1
z1 = —2; 2o = 1; z3 = 3; Z4 = —2 z5 = 1; 26 = 3.



