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(1)-ben x helyébe rendre 1-et, —1-et, §—et és —§—et helyettesitve a kovetkezs egyenlStlenségeket irhatjuk fel:

—1<a+b+c+d<1,
—1<a—-b+c—d<1,

a b ¢
* —-1<——-—-—-—-—-d<1
®) Sy 31 3 =t
—1S—%+Z—E+d§1-

Az els6 két egyenl6tlenség megfelels oldalait 6sszeadva és kettGvel osztva a

(3) —-1<a+c<1,

a harmadik és a negyedik egyenl&tlenség megfelels oldalait 6sszeadva és néggyel szorozva pedig a
(4) —8< —a—4c<8

egyenlGtlenséghez jutunk. Az els6 és harmadik egyenl6tlenség Osszegét nyolccal szorozva a
(5) —16 < 7a + 6b+ 4c < 16,

(3)-at és (4)-et Osszeadva és harommal osztva a

(6) -3< —c<3,

(3) négyszeresét (4)-hez adva majd harommal osztva a

(7) —4<a<4,

végiil (4) és (5) Osszegét hattal osztva a

(8) —4<a+b<4

egyenl6tlenséget kapjuk.
Az f(z) = 3ax® + 2bx + c fiiggvény képe egyenes vagy parabola attol fiiggden, hogy a értéke 0, vagy sem. Az
altalanossag megsértése nélkiil feltehetjiik, hogy a > 0. Ekkor a fliggvény konvex, és ha a # 0, akkor az = = ;— helyen
a

minimuma van.

Most két esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy ez a minimumbhely kiviil esik-e a [—1; 1] intervallumon, vagy
sem.

Az els6 esetben — valamint ha a = 0, amikor is nem létezik minimum — az f monoton a [—1; 1] intervallumban, igy
szélsGértékeit az intervallum végpontjaiban veszi fel. Az |3ax? +2bx+c| fiiggvény tehat ebben az intervallumban szintén
valamelyik végpontban veszi fel a maximumat, igy elég belatnunk, hogy (2) fennall a [—1; 1] intervallum végpontjaiban,
azaz

[Ba+2b+¢c| <9 és [3a—2b+c| <9.

Ha a (8) egyenl6tlenség kétszeresét hozzaadjuk a (3) egyenlStlenséghez, akkor éppen az els6 bizonyitando6 egyen-
16tlenséget kapjuk :
—9<3a+2b+c<9.

A (—1)-beli érték becsléséhez elébb adjuk Ossze a megoldas elején felirt masodik és negyedik egyenlGtlenséget. Az
eredmeényt nyolccal szorozva az (5)-hoz hasonlo

(%) —16 < 7a — 6b+ 4c < 16

egyenl6tlenséghez jutunk. Ezt (4)-hez adva és egyszertsitve kapjuk, hogy

(8") —4<a-b<4.

Most ennek kétszereséhez adva a (3) egyenl6tlenséget, éppen a kivant Osszefiiggéshez jutunk:

—9<3a—-2b+c<9.

b
Az az eset maradt még hatra, amikor a > 0 és a parabola csticsa, tehat az x = ~35 hely a [—1; 1] intervallumba esik.
a

Fiiggvényiink ekkor tovabbra is a [—1; 1] intervallum valamelyik végpontjaban veszi {6l a maximumat, a minimumét



=b
viszont a e helyen. Az |3ax? + 2bz + | fiiggvény maximuma tehat vagy |3a + 2b+ c|, vagy [3a —2b+¢| (x =1, ill.
a

b2 b
x = —1), vagy pedig }c - 5} (3: = —%). Az els6 két értékrsl mér lattuk, hogy nem nagyobbak 9-nél, meg kell még
mutatnunk, hogy ez a harmadikra is igaz.

b? b b
Nyilvanvalo, hogy ‘c - 3—‘ <le|+ 10| - ‘3—‘ < |e| + 1] (felhasznaltuk, hogy —3, 8 [—1; 1] intervallumban van). Itt
a a a
le] <3 (6) szerint, mig

|b|:‘(a+b)g(a
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(Az utobbi egyenlStlenség (8) és (8’) sszege.) Innen pedig a bizonyitandénal erésebb ‘c — g—‘ < le| +1b] < 7 egyen-
16tlenség adodik. ¢

Belattuk tehat, hogy ha (1) igaz, akkor az f(z) = 3ax”+2bx+ c fiiggvény maximum- és minimumbhelyein a fiiggvény
abszolut értéke soha nem haladja meg a 9-et, ebbdl pedig a feladat allitdsa méar kovetkezik.

Konnyen lathato az is, hogy |3ax? + 2bz + ¢| = 9 csak az intervallum végpontjaiban allhat fenn, s ehhez sziikséges,
hogy a (7) egyenlStlenségben |a| = 4, a (3) egyenl6tlenségben pedig |a + ¢| = 1 teljesiiljon, végiil (8)-ban vagy (8’)-ben
is egyenldség alljon. Innen a kdvetkezs lehetGségek adddnak:

a=4, c= -3, b=0, vagy
a = —4, c=3, b=0.

Veégiil [a+b+c+d| <1és|a—b+c—d| <1 miatt d csak 0 lehet. A feladat allitdsa tehat csak a 42 — 3z (az tn.
harmadfoki Csebisev-polinom) és annak ellentettje, a —4x> + 32 polinom esetén lehet éles, feltéve, hogy fennall rajuk
az (1) egyenlGtlenség. Ezt is ellendrizhetjiik: ha x a [—1; 1] intervallumba esik, akkor van olyan ¢, amelyre x = cos t,
s erre a t-re 4> — 3z = 4 cos® t — 3 cos t = cos 3t, ennek abszolut értéke pedig valoban legfoljebb 1. A feladat allitasa
tehat éles; a 42® — 3z és a —42® + 3z teljesiti (1)-et, s ha x értéke 1 vagy —1, akkor (2)-ben valoban egyenldség all.



