I. megoldas. Jeloljiik a graf négy harmadfokd pontjat az dbrén lathaté médon A, B, C' és D-vel. Legyen E; az
A és C-vel, Fy pedig a B és D-vel 6sszekotott masodfokd pont.
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Az olyan leképezést, amely egy graf csicsait csticsokba, éleit élekbe képezi le, a graf izomorfidjanak nevezziik. Az
ilyen izomorfidAnak nyilvin megvannak a kovetkezd tulajdonsagai:

1. Kiilonbozs cstucsokat kiilonbozé csicsokba visz, kiilonben a kép-grafnak
kevesebb csticsa volna, mint az eredetinek.

2. Kiilonbo6z6 éleket kiilonbo6zb élekbe visz, ez kdvetkezik az el6z6 tulajdon
sagbol.

3. ,Nem-élt” is ,nem-élbe” visz (ha két pont nincs Ssszekotve, akkor képeik
sem lehetnek 6sszekotve, kiilonben a kép-grafnak tobb éle volna, mint az
eredetinek.)

4. Fokszamtarto (a pontnak és képének foka megegyezik).

5. Haegy e él egy d és egy d'-fokt pontot kot ssze, akkor e képe is egy

d és egy d'-foki pontot kot Ossze.

6. Ha egy pontnak k szomszédja van, s ezek rendre di, ds, ..., dp-fokuak,
akkor a pont képének is k szomszédja van, s ezek is rendre dy, ds, ..., dg-
fokuak.

Marmost 4. miatt A képe a mi grafunkban csak A, B, C' vagy D lehet.

5. miatt az AD él képe csak AD vagy BC lehet, mert csak ez a két él kot 6ssze harmadfoka pontokat.

6. miatt F; képe csak F4 vagy F» lehet, mert csak e két olyan masodfokt pont van, amelynek mindkét szomszédja
harmadfok.

E harom észrevétel alapjan megmutatjuk, hogy grafunk izomorfidit egyértelmien meghatarozza az, hogy mi az A
képe.

I. eset. A képe 6nmaga. Ekkor az AD él képe is A-bol indul6 él, tehat az AD él képe is 6nmaga, igy D képe is
onmaga. E1 képe szomszédja A képének, azaz A-nak, igy E7 képe nem lehet Fo. Tehat Fy képe is dnmaga. 1. miatt
E5 képe mar nem lehet Fy, igy Es képe is nmaga. C képe szomszédja E1 képének, azaz E;1-nek, tehat C képe A vagy
C. De A mar ,foglalt”, igy 1. miatt C' képe is dnmaga. A CD él is helyén marad (2. miatt nem mehet at a mér foglalt
AD élbe), igy D képe is énmaga. Végil nyilvan helyén marad az A és B kozott futd haroméld at és a C és D kozott
futé haromeld ut is. Ez az izomorfia tehat azonossag (minden pont helyben marad).

II. eset. A képe D. Ekkor az AD él helyben marad ugyan (BC-be nem mehet), de megfordul: D képe A lesz. E;
képe szomszédja A képének, D-nek, igy F; képe Es. 1. miatt Fo képe nem lehet Fso, tehat Fo képe csak Ey lehet. C
képe szomszédja F; képének, tehdt Fo-nek, igy C képe vagy D vagy B. De D maér foglalt, igy 1. miatt C' képe B. A
BC él is megfordul tehat: B képe C. Végiil helyet cserél az A és B, illetve a D és C kozott futé haroméld ut is. Az
izomorfiat tehat most is egyértelmien meghatéarozza A képe. (A kapott leképezés valéban izomorfia.)

III. eset. A képe B. Ekkor az AD él képe csak a BC él lehet, igy D képe C. E; képe szomszédja A képének, azaz
B-nek, igy csak Fs lehet. Ey képe tehat csak F; lehet (Eo mar foglalt). C képe szomszédja Ey képének, Fa-nek, tehat
C képe vagy B, vagy D. De B mar foglalt, igy 1. miatt C képe D. B képe méar csak A lehet. Az A és B kozott futo
haroméld at most ,,megfordul”, a két belsé pontja helyet cserél, és ugyanez torténik a C és D kozott futé haromeéld
uttal is. A kapott leképezés tehat izomorfia, és A képe egyértelmiien meghatarozza.

1V. eset. A képe C. Ekkor az AD él képe a BC él, igy D képe B. E; képe szomszédja A képének, C-nek, igy nem
lehet Fs, csak Ei. Es képe 1. miatt nem lehet Fy, csak Fs, igy E; és Ey onmagukba mennek &t. De ekkor C képe
szomszédja Fr-nek, tehat csak C' vagy A lehet, am C' mar foglalt, igy C' képe A. Hasonldéan B képe D. A C és D kout
futé haromeéli Gt most &tmegy az A és B kozt futé haromeli tutba, és viszont. Igy ismét egyértelmiien meghatarozott
izomorfiat kaptunk.

A grafnak tehat négy izomorfidja van.

II. megoldas. Tekintsiik a harmadfoku A, B, C és D pontokat. Ezek k6z6tt hat, harmadik harmadfoka pontot
nem érint6 ut halad: két él, két kétéld at és két haromeéld at. Nyilvanvalo, hogy a két él, a két kétéld ut, illetve a két
haroméld at csak egymassal cserélhetd ki. A graf tehat ugyanugy viselkedik, mint egy négycsucsu teljes graf, amelynek
AB és CD éle fehér, AC és BD éle fekete, AD és BC éle pedig kék.

A leképezés soran most nyilvan azt irjuk el, hogy minden él szine egyezzék meg a kép-él szinével, azaz AB képe
csak AB vagy CD, AC képe csak AC vagy BD, AD képe pedig csak AD vagy BC lehet. Ha tehat rogzitjik A
képét, akkor ez meghatarozza, hogy mi lesz az A-bol indulé harom kiilonb6z6 szind él képe, s igy B, C és D képe
is egyértelmtien meghatarozott. Igy négy leképezést kapunk, és konnyen ellendrizhets, hogy mind a négy leképezés
valéban izomorfia (lasd a tablazatot).
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