ElGszor azt bizonyitjuk, hogy ha M A és M B harmadoljék az O1 M O szoget, akkor fonnéll az érintészakaszoknak
a feladatban mondott mértani kézép tulajdonsaga (az allitas ,,csak akkor” része). A foltevés miatt egyenld szogeket az
abran a-val jeloltiik.
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Az MO, B és az MOy A haromszogek egyenls szaraak, és igy O1BM < = 2o = Os AM <. Az ABM héaromszogben
tehat AM = BM, hiszen az AB oldalon fekvs két szog egyenls. Az Oy AM haromszog M csicsanél 16ve szoge o, A-nal
fekvo kiilsG szoge 2a, ezért MO A< = o . Igy ez a haromszog is egyenld szara, és O; A = AM. Ugyanigy lathato be,
hogy Os B = BM, és amint lattuk AM = BM, tehat O1 A = O2 B. Ebbdl viszont azonnal adédik, hogy a kdrok sugara
egyenld. Jeloljiik ry és ro k6z0s értékét r-rel, az O104 szakasz hosszat pedig d-vel.

Az O105M és M O2B haromszogek hasonlok, hisz szogeik paronként egyenlk. Ezért
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Ha e;-gyel jeloljik az O;1-bsl a ko korhoz hazott érintGszakasz hosszat, akkor ismeretes, hogy e% = d* - r?,

tehat el6bbi eredményiink szerint e% = dr, és ezt kellett bizonyitanunk. A korok egybevagodsiga miatt ekkor ugyanez
természetesen az O2-bél a ki-hez huzott es érintére is igaz.

Ezutan az allitas ,,akkor” részét bizonyitjuk, vagyis azt, hogy ha fennall az érint&szakaszok mértani kozép tulaj-
donséga, akkor M A és M B harmadolja az O1 M O szoget.

A feltételek szerint e3 = dry és e3 = dry. Az érinték négyzetét a centralis (d) és a sugarak segitségével kifejezve:

(1) d? — r% =dr; és d*>— r% =dry.

E két egyenlet kiilonbségébdl:

ra—ri=d(ry—r1), azaz (ro—7r1)(ry+r —d)=0.
Mivel a két kor metszi egymast, ro + 71 > d, ezért ro = r1. A kozos értéket jeloljik most is r-rel.
d r
(1) barmelyik egyenlete szerint d* —r? = dr, amibél d* — dr = r? és igy — = p— Ez azt jelenti, hogy az O1 02 M
r -7
és az Oo M B haromszogekben két—két megfelel§ oldal ardnya megegyezik.

Tekintve, hogy kozbezért szogik — a BOsM < — is ugyanaz, a két haromszog hasonld. De akkor BOy; = BM,
hiszen r1 = ry miatt az O102M héaromszog egyenls szara. Ugyanigy megmutathato, hogy O1A = AM, és BOy =
r—AB = AO; miatt AM = BM is teljesiil. Ha most a-val jeloljiikk a BOs M széget, rogton lathatjuk, hogy AO1 M < =
AMO1< = BMOs< = « is igaz, tovabba az ABM egyenl$ szara haromszogben az AB alapon fekvs szogek nagysaga
2a. De ekkor AMOq< = 2a, vagyis AM B< = «.

Ezzel megmutattuk, hogy ha (1) fennall, akkor M A és M B valéban harmadoljak az O1 M Os szoget.

Megjegyzések. 1. A megoldéasbol kideriil, hogy a feladat feltételei csak egyenls sugari kdrokben teljesiilnek.

2. A bizonyitas soran a-val jelolt szoget nem kellett kiszamitanunk, de latjuk, hogy 5a = 180°, tehat o = 36°. Az
AMOs haromszog olyan egyenld szara haromszog, amelynek az alappal szemkozti szoge 36°. Ezt a haromszoget az
M B szogfelezGje két egyenld szart haromszogre bontja, amelyek egyike hasonlo6 az eredetihez. Kénnyen megmutathato,
hogy ez forditva is igaz, vagyis érvényes a kovetkez6: Ha egy egyenld szari haromszoget az alapon fekvs egyik szog
szogfelezGje két egyenlS szart haromszogre vag szét, akkor az alappal szemkozti szog 36°. A bizonyitast az olvasora
hagyjuk.

3. A fenti egyenl szart haromszog alapon fekvd szogeinek nagysaga 72°. Ekkora szoget zar be egy szabalyos
Otszog koriilirt korének két szomszédos csucsba mutaté sugara. Az ilyen egyenld szart haromszog szerkesztése tehat
egyenértékd a szabalyos 6tszog megszerkesztésével.



