Adott a, és b, sorozatokhoz tekintsiik a d,, = (a,, + bp)* — 4anb, = (an — by)? sorozatot. Amennyiben az (a,, + by,)

és az (anby) sorozatok konvergensek, agy (d,,) is az, és a hatarértékszamitas elemi Osszefliggései szerint lim d,
n—oo

lim [(a, + bn)* — 4a,b,] = B? —4A. A (d,,) elemei nemnegativ szamok, igy a sorozat hatarértéke sem lehet negativ.
n—oo
Az (A, B) szampar tehat csak akkor teljesiti a feladat kovetelményeit, ha B > 4A.

Megmutatjuk, hogy a talalt feltétel elégséges: ha B* > 4A, akkor létezik olyan (a,) illetve (b,) sorozat, amelyek
szorzata A-hoz, Osszege pedig B-hez tart.

B++vB2—-4A B—-+vB?—-4A
i és a f = —————— szadmokat. Mivel af = A, a+ § = B, az

Tekintsiik ugyanis az o = 5

an = «a, b, = f sorozat nyilvan megfeleld.

Az is latszik, hogy ha csak annyit irunk els, hogy {a,, b,} = {a, 8} minden n-re, akkor szintén ilyen sorozatokat
kapunk. Ez azt jelenti, hogy ha a # 3, azaz B® > 4A, akkor van olyan (a,) és (b,) sorozat, amelyre lim a,b, = A,

n—oo

lim (a, + b,) = B, bar maguk a sorozatok nem konvergensek. Ilyen sorozatokat kapunk, ha példaul a fenti konstans
n—oo
sorozatok minden masodik elemét kicseréljiik, azaz paros n-re a, = «, b, = 3, paratlan n-re pedig a,, = 3, b, = a.
A feladat masodik kérdésére tehat a B? > 4A esetben tagado a valasz.

Ha B? = 4A, akkor a megoldas els6 részében vizsgélt (d,,) sorozat hatarértéke 0, tehat lim (a,, —b,) = 0 is igaz. Igy

n—oo
anp +b, ap—>by,
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an +b an — .. ) . . .
ap = —= 5 o . 5 " konvergens sorozatok Osszegeként maga is konvergens és hasonléan b, =

is az. Ilyenkor nyilvan lim a, = lim b, = —.
n— 00 n—o00 2

Megjegyzések: 1. A megoldas masképpen is megfogalmazhato. Mivel az a,b,, = tn, an+b, = v, egyenletrendszernek
(an és b, az ismeretlenek) minden n-re létezik megoldésa, ezért a gyokok és egytitthatok 6sszefliggései alapjan felirhato
masodfoku egyenletek diszkriminansa, v2 — 4u, > 0. Ekkor pedig ez ennek a sorozatnak a hatarértékére is teljesiil:
B? — 44> 0.

2. A B? > 4A esetben természetesen nem csak a megoldasban adott (a,,) és (by,) sorozatok megfelel6k. Tetszoleges
an — «a, B — B sorozatokbol indulva barmely olyan (a,), (b,) sorozatra teljesiil a feltétel, amelyre {a,, b,} =
{an, Bn}. Altalaban pedig csak annyit allithatunk, hogy a feltételnek megfelels (a,,) és (b,) sorozatok mindegyikének
van torlédési pontja, egyesitésiiknek pedig o és 8 a torlodasi pontjai.




