A kocka esetére a valasz nyilvanvaloan igenls. Az adott koordindta-rendszer hosszegységével egyenls éld kocka
beallithaté a rendszerbe gy, hogy minden csucsdnak koordinatai a 0 és 1 szamok ismétléses variacioi (8 csucs, 8
variacio):

(1) (0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 0), (0, 1, 1), (1, O, 0), (1, O, 1), (1, 1, 0), (1, 1, 1).

A szokasos kifejezéssel élve: mind a 8 csics racspont, ez a kocka racskocka.
Egy masik igen egyszerd megoldas: minden cstics mindhadrom koordinataja abszolut értékben 1, és eléjiik irjuk a ,,

(+1, +1, +1), (+1, +1, =1), (+1, =1, +1), (+1, =1, —=1), (=1, +1, +1),
(2) (-1, +1, =1), (-1, =1, +1), (-1, =1, —1).

Szabéalyos tetraéder csucsait ugy kapjuk, ha kivalasztjuk a kocka egy csticsat és az innen kiindulé 3 lapbeli atld
végpontjait. Az (1) alatti kocka esetében megfelel§ az a 4 cstcs, amelyre a koordinatak Gsszege paros szam, valaming
az a 4 is, amelyre paratlan az Osszeg. A (2) példabol pedig az a 44 cstcs ad megoldést, amelyben a ,,—” jelek szama
paros, illetve paratlan.
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Szabéalyos oktaédert hatdroz meg a koordinata-rendszer 3 tengelyén az a 6 pont, mint csics, amelynek az origotol
valo tavolsaga 1. Ezek konvex burkidnak minden lapja nyilvanvaléan szabalyos hadromszog. Mas szoval: ezt az oktaédert
hatarozzak meg a (2) kocka lapjainak kézéppontjai.

A szabalyos dodekaéderre és a szabalyos ikozaéderre egyiitt mutatjuk meg, hogy a kivant elhelyezés nem lehetséges.
A dodekaéder lapjai ugyanis szabélyos 6tszogek, az ikozaédernél pedig az egy csucsbol kiinduld 6t él végpontjai adjak
egy szabalyos 0tsz0g csdcsait, igy elég azt bebizonyitanunk, hogy szabalyos 6tszog nem helyezhetd el ugy a térben
(azaz nem valamelyik koordinétasikon), hogy mindegyik csicsanak mindegyik koordinataja egész szam legyen. Sot,
elegends ezt az 6tszog harom egymas utani csticsara belatni.

Legyenek ezek A, B és C ugy, hogy AB = AC, igy BAC< = 108°, és tegyiik fel, hogy — allitasunkkal ellentétben
— az ABC haromszog cstcsai racspontok. Ekkor a koordinatakbol az ismert tavolsagképlettel szamitva AB?, AC? és
BC? egyarant egész szamok, tovabba a BC oldalra felirt koszinusztétel alapjan

(AB? + AC? — BC?)?
1ABZ-ACT

cos?108° =

5—-1
racionalis szam. Ez pedig ellentmondés, hiszen ismeretes, hogy cos 108° = — cos72° = — \/_4 , amibdl cos? 108° =

3—5
8

, tehat irracionalis. Ezzel bebizonyitottuk allitdsunkat.

Megjegyzések. 1. Nagyobb élhossziusagot megengedve, a kocka nemcsak a bemutatott egyszerd (tréfasan: ,kincstari”)
modokon allithatd be a koordinataracsba. Legyen az a oldala racsnégyzet A csticsa az origd, a vele szomszédos B és
D cstucsok helyvektora b(by, ba, b3), illetve d(d1, da, ds), vagyis

b2+ b2+ b2 =a? d34d3+d2=a? bidy + bady + bzds = 0,

tehat a négyzet negyedik csticsa a b 4+ d vektor C' végpontja. Ilyen pontpar a = 3 esetén B(2, 2, 1) és D(-2, 1, 2),
tehat C(0, 3, 3).

Most idézziik az 1982. évi Kiirschak Jozsef Emlékverseny 1. feladatat: ,,Adott a térben egy egész oldalhossztusagu
kocka, amelyrél tudjuk, hogy az egyik lapjan levé négy cstcs koordinatéi valamennyien egész szdmok. Bizonyitandd,
hogy a maésik négy csics koordinatai is egész szamok”. A megoldasban (Suranyi Janos cikke, K. M. L. 1983. évi
februari szam, 50. oldal) olvashatjuk, hogy ekkor — tovabb is itteni jeloléseinket hasznalva — az origobol kiindulo
harmadik kockaél végpontjainak koordinatai:

badz — bzds bsdy — bids bidy — bad,
a ’ a ’ a ’

vagy ezek ellentettjei, valamint hogy e kifejezések egész szamok. — Példankban az A-bol kiindulé harmadik kockaél
végpontja (1, —2, 2) — vagy pedig (—1, 2, —2) —, ennek alapjan a hatralevs harom kockacsucs koordinatai is felirhatok.
(Lasd a borito 4. oldalardl idehelyezett abrat!)
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Kétszeresére nagyitva ezt a kockat, a lapkozéppontok meghatarozta szabalyos oktaéderre is kapunk ,altalanos”
elhelyezést.

2. Sokan észreveszik a példaban az 1, 2, 2, 3 pitagoraszi ,,szamnégyest”, valamint hogy a D csics egyike annak a 24
elemii pontegyiittesnek, amelyet B-bdl kapunk, egyrészt permutéalva a koordinatak abszolut értékeit (3 eset), masrészt
elgjiik illesztve a kétféle elGjel ismétléses variacioit (24 racspont barmely racspont koriili, a = 3 sugart gémb felszinén;
visszatérve 0 = A-hoz, megkaphatjuk 6ket B-nek a koordindtasikokon, valamint paronként vett szogfelezgsikjaikon
valo titkrozésekkel is).

Mégsem minden térbeli pitagoraszi szamnégyes alkalmas ilyen példa felirasara. Példaul a = 21 esetén a B(4, 8, 19)
ponthoz 47 tovabbi pont kapcsolhat6é a megfelelé gomb feliiletén, de azok egyike sincs 90°-nyi szogtévolsagban B-t8l.
Ha azonban hozzavessziik azt a 4 - 48 + 1 - 24 = 216 pontot, amelyek a kévetkez6kbdl szarmaztathatok :

212 =42 4524202 =42+1324+162 =62+ 9?2 + 182 =72 + 142 + 142 = 82 + 112 + 162,

e felbontasok alapjan szamos 1j racskockat irhatunk fel, példaul 19(—8) + 8- 11+ 4 - 16 = 0-bol.
B. T.

3. Az 1986. évi decemberi szamunkban — ezzel a feladattal egyidében — egy cikk jelent meg arrol, hogy milyen
szabalyos racs-sokszogek léteznek a sikon Lattuk, hogy ha n = 5 vagy n > 6, akkor nincs a sikon olyan szabalyos n-szog,
amelynek minden cstcsa racspont. Az a bizonyitas szorol szora atvihetd térben (azaz nem valamelyik koordinatasikon)
elhelyezkedd szabalyos n-szogekre (Megjegyezziik, hogy a bizonyitasbol csak azért zartuk ki az n = 6 esetet, mert akkor
az ottani B pontok egybeesnének; egyébként ezt az esetet mér nyilvan elintéztiik a szabalyos haromszoggel egyiitt.)

Mondhatjuk tehat, hogy a (3-dimenzios) térben valamivel valtozatosabb a helyzet; létezik szabélyos racsharomszog.

Csalodik azonban az, aki ezt a ,terjeszkedést” latva azt varja, hogy nagyobb dimenzids térben taldn majd a szabalyos
OtszOg cstucsai is railleszthet6k racspontokra. A fenti bizonyitas minden n 2 2 dimenzids térre érvényes. (Abba méar
nem bocsatkozhatunk bele, mire gondoljunk az ,,n dimenzios tér” kifejezés hallatara.)

B.Z.-B. T.



