Jeloljiik az a hosszusagu él végpontjait A-val és B-vel, a masikéit C' és D-vel, a felez6pontok legyenek P és Q.
Hasznaljuk az dbra egyéb jeloléseit is.
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Szerkessziik meg a tetraéder koré irt paralelepipedont, vagyis azt a testet, amelyet a tetraéder kitérG élparjaira
illesztett parhuzamos sikok hatarolnak. E paralelepipedon egyik lapjanak atloja az AB = a szakasz, és ennek a lapnak
a masik atloja b hossztisagu. Ezért a lap teriilete 3 ab - sin . Jeloljiik a tetraéder térfogatat V-vel.

Ismeretes, hogy a koriilirt paralelepipedon térfogata haromszor akkora, mint a tetraéderé. Nyilvanvaloé tovabba,
hogy a paralelepipedon emlitett lapjahoz tartoz6 magassaga — jeloljiik ezt m-mel —, legfeljebb akkora lehet mint &, azaz
m < k. EgyenlGség itt csak akkor allhat, ha PQ mersleges a paralelepipedon AB-t, illetve C' D-t tartalmazoé lapjaira,
és akkor PQ) AB-re és C'D-re is mersleges. Ezek utan a paralelepipedon térfogatat a kovetkezSképpen becsiiljiik:

ca-b-k,

N =

1
3V:§ab-(sing0)-m§

hiszen sin ¢ < 1, ahonnan kapjuk, hogy V < a4 . Egyenl6ség akkor és csak akkor all fenn, ha sinp =1 és m = k,
ezek egyiitt pontosan akkor teljesiilnek, ha AB és C'D mind egymaésra, mind PQ-ra merdlegesek. Konnyt latni, hogy
ilyen tetraéder létezik.

A felszin becsléséhez vegyiik figyelembe, hogy a tetraédert két, az AB = a élre, és két, a CD = b élre illeszked6

haromszog hatarolja. Mivel egy haromszogben egy adott oldalhoz tartozé magassag hossza nem nagyobb, mint az

ugyanahhoz az oldalhoz tartozé silyvonal, a haromszog teriilete a szokasos jelolésekkel legfeljebb 3 a- Sq.

Jeloljiik a tetraéder felszinét A-val. Az el6bbiek szerint ekkor

A< a(gc;—y)_’_b(T;—s)7

ahol z, y, 7, s mindegyike egy tetraéderlap megfelels stlyvonalszakasza. Irjuk fel a PQD, illetve PQC haromszigekre

a koszinusztételt: 9 2

b b
x2:k2+z— kb - cos a, y2:k2+z+ kb - cos a,

ahol o a DQP<-et jelenti. A két egyenletet Osszeadva kapjuk, hogy

2 2 _ 2 b
(1) :v+y—2k+4.

A szamtani és a négyzetes kozép kozotti egyenlGtlenség szerint

$+y< .’L'2+y27
2 — 2

ezért (1) felhasznalasaval

és hasonl6an

Ezek alapjan

A \/2 b2 \/2 a2
< k — +by\/k —.
<a +4+ +4

Egyenl6ség akkor és csak akkor all fenn, ha az z, y, r, s szakaszok egyben magassagok is a megfelelé hdromszégekben,
tovabba, ha x = y és r = s. Ez azt jelenti, hogy AB és C'D mind egymaésra, mind PQ-ra merélegesek, vagyis a tetraéder
felszine és térfogata egyszerre maximalis.



