I. megoldas. Legyenek a lada élei a, b, és c¢. Ahhoz, hogy alada ,,parhuzamosan” elhelyezett téglakkal is megtolthetd
legyen, sziikséges, hogy az élek egyike 4-gyel, egy maésik él pedig 2-vel legyen oszthat6. Bebizonyitjuk, hogy ha ez a
feltétel nem teljesiil, akkor a lada egyaltalan nem tolthetd ki olyan egybevago téglakkal, amelyek éleinek ardnya 1 : 2 : 4.

Valasszuk egységnek a téglak legrovidebb élét. Ekkor egy tégla kobtartalma 8 térfogategység, ezért csak olyan lada
tolthets meg a téglakkal, amelynek abe térfogata oszthato 8-cal. Ha most a, b, c-re nem teljesiil a fenti feltétel, akkor
a kovetkez6 két eset lehetséges:

1. egy él oszthat6 8-cal, a tobbi pedig paratlan;
2. mindharom él mérGdszama paros, de egyikiik sem oszthaté 4-gyel.

Megmutatjuk, hogy ebben a két esetben a lada nem toltheté meg téglakkal.

Az 1. esetben legyen a 8-cal oszthato él a. Ekkor az a-ra mer6leges ladalap teriilete, b - ¢ paratlan. Mivel egy tégla
lapjai 2, 4 illetve 8, tehat paros egység teriilettiek, a b - ¢ teriiletd ladalap nem rakhaté ki ilyenekkel, igy ebben az
esetben a lada sem tolthet6 meg a téglakkal.

b
A 2. esetben %, 3 g egyarant paratlan. Osszuk fel a ladat a lapjaival parhuzamos sikokkal 2 egység éld kockara.
b
A kockak szama g '3 g, tehat paratlan.
Szinezziik ki a kockdkat sakktdblaszeriden, vagyis ugy, hogy két kozos lapi kocka egyike vilagos, a masika pedig

sotét legyen.

Azt allitjuk, hogy a kitoltésben részt vevd barmely téglinak ugyanakkora térfogatu része helyezkedik el vilagos
kockakban, mint s6tétekben. Ha ugyanis a szoban forgo téglat kettévagjuk a leghosszabb éleit felezs sikkal, és az egyik
feltéglat a masik helyére toljuk, akkor mindeniitt ellentétes szind részek keriilnek egymas helyére, hiszen az élekkel
parhuzamos 2 egység hosszisagu eltolds minden kockat szomszédos, tehat mas szind kockaba visz. Ha tehat a lada
megtolthets téglakkal, akkor a vilagos és sotét szind kockdk szama egyenls, szdmuk tehat Osszesen paros.

A 2. esetben ez nem teljesiil, igy ekkor sem létezhet a lada kitoltése. A bizonyitast ezzel befejeztiik.

II. megoldas. Tekintsiink egy olyan a, b, c éld ladat, amely megtolthets az adott tipusa téglakkal. Valasszuk
hosszegységnek a legrovidebb téglaélt. Azt kell bebizonyitanunk, hogy az a, b, ¢ mérGszamok kozott van egy 4-gyel
oszthato, és egy masik, ami paros. Az a-b, a-c, b-c szorzatok mind parosak, mert mindegyikiik egy-egy ladalap
teriilete, és a lada megtoltésekor minden ladalapot 2, 4, illetve 8, tehat paros teriiletd téglalapok boritanak be. Az
a, b, c szamok koziil igy legalabb kett6 paros. Ha van kozottiik paratlan, akkor a két péaros egyike 4-gyel is oszthato
lesz, hiszen a - b - ¢ oszthat6é 8-cal. Ebben az esetben tehéat a lada valoban megtolthetd ,parhuzamosan” elhelyezett
téglakkal.

Az az eset maradt még hatra, amikor a, b és ¢ mindegyike paros. Elegends lenne azt megmutatnunk, hogy ekkor
szorzatuk oszthato 16-tal is, hiszen igy egyikiik biztosan oszthato 4-gyel.

Végjuk fel a ladat egységkockakra. Minden ilyen kockahoz rendeljiink harom ,koordinatat”, amelyek megmutatjéak,
hogy hérom, egy csticsban talalkozé ladalappal parhuzamos rétegek koziil e ladalapoktol szamitva hanyadikban van
az adott kocka. Szamoljuk ki a ladat alkoté kockédk ,koordinatéinak” az Gsszegét.

Az a, b élek meghatarozta ladalappal parhuzamos minden egyes rétegben a - b darab kocka van, ezért az a, b élek
sikjatol szamitott koordinatak sszege
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A t6bbi koordinatat hasonloan Gsszegezve kapjuk, hogy a kockik koordinatainak Gsszege:
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Tekintsiik most a megtoltott lada egy téglajat. Ez nyolc kockabol all, amelyek koziil az egyik sarokkocka koordinatéi
a legkisebbek. Ha ezeknek a koordinatdknak az Osszege k, akkor a téglat alkot6é nyolc kocka koordinatainak Osszege
8k + 16, ugyanis a nyolc kocka koordinatadsszege rendre 0, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 4 értékkel haladja meg a k Osszeget.
Egy-egy téglaban tehat a kockik teljes koordinatadsszege oszthatd 8-cal, ezért ugyanez a ladat kitolté kockik teljes
koordinataosszegére is fenndll, ami a fentebb folirt kifejezés. Minthogy a, b, ¢ most paros szdmok, a + b + ¢ + 3 pedig
pératlan, ezért abc valoban oszthato 16-tal, és igy most is van az élek kozott 4-gyel oszthato.



