I. megoldas. El6szor azt bizonyitjuk, hogy ha a C-nél derékszog van, akkor teljesiil az egyenlGség. Irjuk fel
kétféleképpen a haromszog kétszeres tertiletét: 21" = ab = mec. 1tt négyzetre emelve, majd —-et kifejezve s végil a
m

Pitagorasz-tételt felhasznalva valéban a kivant egyenlGséget kapjuk.
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1. dbra

A feladat allitasa azonban csak akkor lenne igaz, ha megforditva, az (1) egyenléséghol kovetkezne, hogy a hérom-
szoghen C-nél derékszog van. Erre azonban konnyt ellenpéldat talalni: legyen az ABC haromszogben C-nél derékszog,

és legyen b < a. Ekkor az eldbb bizonyitottak szerint — = + =k Ha az AC' = b oldalt tiikrozziik az m magassag
m

a?
egyenesére, akkor az A'C’ = b szakaszt kapjuk. Az igy kapott BC A’ haromszogben A'C = b, BC = a és A’ az AB
szakaszon van, tehat a C-bdl induldé magassag véltozatlan, tovabbra is m hossztusaga. Az (1) egyenlGség tehat tovabbra

is fennall, mésrészt most A’-nél tompaszdg van, a C-nél tehat hegyesszog, a feladat allitasa igy nem igaz.

II. megoldas. Legyenek az a, b, ¢ oldalakkal szemkozti szogek rendre «, 3, 7. Az altalanossag megszoritasa nélkiil
feltehetjiik, hogy o < 3. Ekkor nyilvan o < 90°. Az (1) egyenlGség mindkét oldalat ab-vel végigszorozva az

a b a b
m m b a
egyenldséghez jutunk. Minden haromszogben igaz, hogy ™ _ sin B, % =sina és % = %, tehat az egyenl&ség igy
a sin
is irhato :
1 1 sin «  sin 8

sina sinfB sinfB  sina’

Ha most mindkeét oldalt megszorozzuk sin o sin -val, akkor az 1 = sin? a + sin? 8 egyenlGséghez jutunk, ahonnan
a sin? a+cos? a = 1 azonossag felhasznalasaval a sin® 8 = cos® v egyenlséget kapjuk. Minthogy 0 < o < 90°, 0 < 8 <
180°, sin 3 és cos a pozitiv, tehat azt kapjuk, hogy sin 5 = cos a. De cos a = sin(90° — «), igy sin 8 = sin(90° — «).
Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy vagy S = 90° — a, vagy 8 = 180° — (90° — ) = 90° + o, azaz vagy a + 8 = 90°, vagy
8 —a =90°.

Konnyt latni, hogy a 0 < a < 90°, o £ 3, 0 < 8 < 180° feltételek mellett atalakitasaink ekvivalensek voltak, tehat
az (1) egyenl6ség két esetben teljesiil: ha o + S = 90°, tehat a C-nél derékszog van, vagy ha 8 — « = 90°. (Ekkor 3
tompaszog, tehat v hegyesszog.) A feladat allitasa tehat nem igaz, az egyenlSség teljesiil pl. az o = v = 30°, § = 120°-
os haromszogre is.

II1. megoldas. A feladatot egy szerkesztési feladatra vezetjiik vissza. Adva van egy haromszog két oldala, a és b,

tovabba tudjuk, hogy a C-bél indul6 m magassagra teljesiil az (1) Osszefiiggés. Szerkessziikk meg a haromszoget!
b
(1) alapjan m = ﬁ szerkeszthetS. Ekkor ismerjiik az ABC haromszog C-b6l induld két oldalat, CB = a-t
a
és C'A = b-t, valamint a C-bdl induldé magassagat, m-et. Ekkor az ismert modon szerkeszthetd a haromszog: a = CB,
mint atfogd folé szerkesztiink egy derékszogl haromszoget, amelynek egyik befogdja m. Legyen ez a C'BT haromszog

és legyen CT = m. A BT egyenest a C koriili b = C' A sugart korrel elmetszve két pontot kapunk, A-t és A'-t. Ezek a

metszéspontok valoban létrejonnek, hiszen m = miatt b > m nyilvan teljesiil.

a® + b2
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2. dabra

Ha a = b, akkor a metszéspontok egyike a B-vel esik egybe, minden maés esetben két haromszoget kapunk: ABC-t
és A’ BC-t, és mindkettS megfelel. Vilagos az is, hogy a két haromszog koziil csak az egyikben lehet a C-nél derékszog,
hiszen ACB< # A'CB<. Ezért a feladat allitdsa nem igaz: (1)-b6l nem kovetkezik, hogy G-nél derékszog van.

Megjegyzések: 1. A harmadik megoldast az elsGvel Gsszevetve trigonometria alkalmazéasa nélkil is konnyen lathatjuk,
hogy (1) két esetben teljesiil: ha o + 8 = 90°, vagy ha 8 — a = 90°.

2. Azokat a megoldéasokat tekintettiik kiemelkedének, amelyek a szogekre vonatkozo sziikséges és elégséges feltételt
adtak arra, hogy (1) teljesiiljon, s ennek alapjan mutattak meg, hogy a feladat allitasa nem igaz. Voltak sajnos olyanok
is, akik a trigonometrikus egyenletek megoldasanal nem ekvivalens &talakitasokat hajtottak végre, ezeket akkor sem
vettiik kiemelked6nek, ha végiil véletleniil helyes eredményre jutottak.



