I. megoldas. A szinezést nem adjuk meg, csak létezését bizonyitjuk.

1-t61 1986-ig 1986 természetes szam van, ezeket 21986 falképpen lehet két szinnel kiszinezni.

Most fels6 becslést keresiink a ,,rossz”’ szinezések szamara, tehat azokéra, amelyekben van 18 tagu, ,egyszint”’
szamtani sorozat. Az ilyen szinezéseket Ggy kapjuk, hogy kivalasztunk egy 18 tagu szamtani sorozatot, ezt a két szin
valamelyikével egyszintire szinezziik, majd a tobbi 1968 szdmot tetszblegesen kiszinezziik.

Igy minden ,rossz” szinezést megkapunk, némelyiket (pl. a ,csupa kéket”) tobbszor is. Ha S-sel jeldljiik a 18 tagi
szamtani sorozatok szamat, akkor a rossz szinezések szama tehat kisebb, mint 25 - 2'9%¢. Ha belatjuk, hogy ez a szam
kisebb az Gsszes szinezések szamanal, vagyis

S < 217,

akkor készen vagyunk.
Szamoljuk ki S-et! Egy szamtani sorozatot egyértelmtien meghataroz legkisebb eleme: aq és kiilonbsége: d(= 1).
Minthogy 18. tagja, ais = a1 + 17d, szintén nem lehet nagyobb 1986-nal, ezért a; < 1986 — 17d. Rogzitett d-re tehat

1986
ay-et ennyiféleképpen vélaszthatjuk meg, masrészt nyilvan d < [1—7] = 116, tehat

116 116
S= (1986 —17d) = 116-1986 — 17 ) d =
d=1 d=1
116 - 11
=116 - 1986 — 17 - % = 115014 < 217,

amit bizonyitani akartunk.

II. megoldas. Szinezziik ki a szamokat a kovetkezd modon: legyen piros minden 7-tel és 17-tel nem oszthatd szam,
valamint minden 7 - 17-tel oszthaté szam, és legyen kék az Osszes tobbi. Belatjuk, hogy ekkor a szamok kozt nincs
egyszinid 18 tagl szdmtani sorozat.

A kovetkezs segédtételt hasznaljuk: ha p prim és nem osztoja d-nek,. akkor k, k+d, k+2d, ..., k+ (p — 1)d
un. ,teljes maradékrendszer mod p”, azaz sorra osztva ket p-vel, a maradékok (valamilyen sorrendben) a 0, 1, 2, ...,
(p — 1) szamok lesznek. (Minden maradékot pontosan egyszer kapunk meg.) Két ilyen alaka szam, mondjuk & + id,
k + jd (i < j) maradéka ugyanis csak tgy lehetne egyenls, ha kiilonbségiik, (j — i)d oszthato volna p-vel. De d nem
oszthato p-vel a feltevés szerint, és 0 < j — i < j < p miattj — ¢ sem oszthato p-vel. Minthogy pedig p prim, (j —i)d
sem lehet oszthato p-vel. Ezzel a segédtételt igazoltuk.

Legyen most 1 £ a1 < as... < ais £ 1986 egy szamtani sorozat. Ennek kiilonbsége, d < 7 -17 = 119, mert
kiilonben a1 = a1 + 17d = 172 .7 = 2023 volna, ami nem lehet. d tehat nem lehet egyszerre oszthato 7-tel és 17-tel
(mert 7 és 17 relativ primek).

Ha d nem oszthat6 sem 7-tel, sem 17-tel, akkor az a1, as = a1+d, ag = a1+2d, ay = a1+3d, ..., a7 = a1 +6d szdmok
valamelyike a segédtétel szerint oszthatd 7-tel, ugyanigy az as, ag = as + d, ajg = as + 2d, ... a4 = ag + 6d szdmok
egyike is. Van tehat két 7-tel oszthatod tagja a sorozatnak. Masrészt a segédtétel szerint e szamok koziil legfljebb egy
lehet oszthato 17-tel, igy a sorozat 7-tel oszthato tagjai kozott biztosan van olyan, amelyik nem oszthato 17-tel, és igy
kék. Méasfelsl a sorozat harom szomszédos eleme koziil legalabb kettd nem oszthatd 7-tel, igy ezek egyike 17-tel sem
oszthatd, és igy piros.

Ha tehét d sem 7-tel, sem pedig 17-tel nem oszthatd, akkor barmely d differenciajia, 18 tagi — illetve mar 14 taga
— szdmtani sorozatnak van piros és kék eleme is.

Hatravan még az az eset, ha d a 7 és a 17 koziil pontosan az egyiknek tobbszordse. Jeloljik ezt p-vel, a méasik
szamot pedig g-val. Ekkor a sorozatnak vagy minden tagja oszthatd p-vel, vagy egyik sem. A segédtétel szerint viszont
az els6 g darab elem kozott van g-val oszthatd és ¢-val nem oszthato is, és ezek szine biztosan kiillonbo6zd.

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyzések. 1. A feladat megoldasa megjelent a TIT | Matematikai versenyek, 1986” cimi kiadvanyaban is. Sajnos
igen kevés megoldonk tiintette fel dolgozatanak ezt a forrasat, pedig ezzel sok id6t takarithatott volna meg magéanak
és a javitonak egyarant. Ugyanis tokéletes megoldasnak fogadtuk el azt is, ha valaki semmi méast nem irt le, mint hogy
hol talalhato meg a feladat megoldasa,

Ugyanakkor, bar a kiadvanyban két megoldas taldlhat6, méasodik megoldasért csak olyan versenyzSknek adtunk
tobbletpontokat, akiknek legalabb az egyik megoldasa lathatéan 6nélldé munka eredménye volt. A tobbletpontokat
ugyanis a feladattal kapcsolatos tobbletmunka jutalmazésara szeretnénk fenntartani.

2. Két versenyz6nk mas, a feladat kovetelményeinek megfelels szinezést adott meg. Durham Michael (Szeged, Sagvari
E. Gyak. Gimn., III. o. t.) konstrukcioja: az els6 289 szam kék, kivéve a 17k + 1 alakuakat és 289 — 18 = 271-et; a
kovetkezs 16 - 17 = 272 szédm piros, kivéve a 17k + 1 alaktakat és 289 + 272 — 18 = 543-t stb. — Grallert Krisztina
(Miskolc, Foldes F. Gimn., IV. o. t.) az els§ szamot pirosra szinezte, a kovetkezs 2-t kékre, a kovetkezs 3-at pirosra s i.
t., majd a 17 szomszédos piros szdm utan kévetkezs 16-ot kékre, ezutan 15-6t pirosra, ..., 1-et pirosra, 1-et kékre ... és
igy tovabb. A szinezések helyességét meglehetdsen hosszadalmas volna igazolni, nem is probalta meg egyik versenyzé



sem, mi szamitogéppel lattuk be. Indokolas hidnyaban természetesen nem adhattunk maximalis pontszamot ezekre a

megoldésokra.
M. B.

3. Megmutathato, hogy ha p primszam — és a 17 az —, akkor az els6 p - 2P darab pozitiv egész még kiszinezhets két
szinnel agy, hogy ne forduljon el 18-tagi, egyszint szamtani sorozat. Esetiinkben ez azt jelenti, hogy 1986 helyett
még az els6 2 228 224 pozitiv egészre is igaz a feladat allitasa.



