1 2
1) = 1 péaratlan, de <1> = 2 péaros. A tovabbiakban

legyen n a feltételeknek megfelels, 2-nél nagyobb egész. Ismeretes, hogy

<Z> :n(n—1)...(n—}j+2)(n—k—|—1)'

1
I. megoldas. n = 1 nyilvan megfelel, n = 2 nem: (O) = <

n—1
Ha (711) = n péaratlan, akkor <Z> =n 5 csak ugy lehet péaratlan, ha n — 1 paros, de nem oszthat6 néggyel. Ha
(n—1

-3 —1
n > 4, akkor tekintsiik a 3(n> = u (n—2)n : %: (;L

szamot. Ez paratlan, és

4 5 ) is, n — 2 is paratlan

n—3

egész, tehat

is sziikségképp egész. Ezért n — 3 oszthato néggyel. Ha most n > 2!, akkor hasonléan a (2! — 1) <;)

pératlan egész, masrészt

n n-(n—1)-...-(n—2'4+3 n—2l+1
(2l—1)<21): ( )(21_2()! + )-(n—2l+2)-_2l—+ _
n n— 2!
:<21_2>(n_2l+2)'#-

Itt a bal oldal és a jobb oldal els6 két tényezGje paratlan egész, tehat 2! osztoja (n— ol + 1)-nek. Azt kaptuk, hogy
valahanyszor 2 < n, (n —2'+ 1)-nek mindannyiszor oszt6ja 2'. Legyen 2 a legnagyobb, n-nél kisebb kettGhatvany:
ol < n < 28*L Ilyen L > 1 létezik, hisz n paratlan és n > 3. Ekkor az imént bizonyitottak szerint 2¥ osztoja
(n—2% +1)-nek. De n — 2% +1 < 281 2L 41 = 2L 1 65 n— 2% +1 > 1. Mivel 2% az 1-nél nagyobb, és a (27 4 1)-nél
kisebb szamok koziil csak 6nmagat osztja, ezért 28 =n — 2% 4+ 1, tehat n = 2L+ — 1.

Azt kaptuk, hogy ha <Z> minden k-ra paratlan, akkor vagy n = 1 vagy n = 25Xt — 1 alaka, ahol L > 1.

Most megmutatjuk, hogy a talalt feltétel elégséges, azaz ha n = 2L — 1 alaku, akkor

n 2L+1 ~1 2L+1 ~1 2L+1 _9 2L+1 -3 2L+1 —k
(k;):< k )Z T 2 3 Tk
minden 1 < k < 2811 — 1 esetén paratlan.
2L+1 4
S valoéban: ha 1 < j < 281 — 1 akkor a fenti szorzat j-edik tényezGje, —— olyan tortté egyszertsithetd,
J

amelynek szamlaloja is, nevezGje is paratlan egész. Irjuk fel ugyanis j-t 2 - j' alakban, ahol m > 0 egész és j' > 0
paratlan. Minthogy 2™ < j < 2871 ezért m < L. Kovetkezésképp

9L+1 —j - 2m(2L+1—m —j/) _ 9L+1-m _j/

- - 5/

J 2my! J
Itt j', s igy 2E71=™ — 4 is paratlan egész, ahogy allitottuk.
2L+1 _
< k > tehat minden 1 < k < 2871 — 1 esetén egeész, masrészt olyan tortek szorzata, amelyeknek szamlaloja
2L+l _

k

is, nevezGje is paratlan. Ebb6l kovetkezik, hogy ( 0

2L+1 -1
) csak paratlan egész lehet. Végiil ( ) =11is
paratlan.
Belattuk tehat, hogy (Z) pontosan akkor paratlan minden 0 < k < n-re, ha n = 2™ —1 alakd, aholm =2 2. (L =2 1

volt.) Végiil m = 1-re n = 2' —1 = 1 is megfelel, tehat a feladat feltételeinek pontosan azok az n szamok felelnek meg,
amelyek egy kettGhatvanynal 1-gyel kisebbek: n =1,3, 7, ...,2™ -1, ...

Megjegyzések. 1. A megoldas soran gyakran hasznaltuk a szamelmélet alaptételét.
2. Ismeretes (1. KOMAL F. 2507., 1986/1. sz. 3. 0.), hogy (Z) pontosan akkor lesz minden 1 < k < (n — 1)-re
péros, ha n kettShatvany. Most megmutatjuk, hogy ez az allitas egyenértékii a feladat megoldasaban bizonyitottakkal.
n+ L .
) I paros minden 1 < | < n-re.
(Ebbdl a két allitas egyenértékiisége mar kovetkezik.)

Ismert, hogy
n n n+1
(1) ()= (77)

Belatjuk, hogy (n) pontosan akkor lesz minden 0 < | < n-re paratlan, ha



ha 1 £ £ n. Ha minden (7) paratlan (0 < I < n), akkor a bal oldalon két paratlan szam Osszege all s az paros,

n

1
tehat (n—li_ ) paros 1 £ 1 < n esetén. Méasrészt ha (n—i— ;

1
] ) minden 1 £ [ < n-re paros, akkor (l " 1) és

minden 1 £ ] < n-re ugyanazt a maradékot adja kettével osztva, azaz egyforma paritasa. Tehat (g) és (T), (?) és

) e és egyforma paritast, ami azt jelenti, hogy , , e paritidsa megegyezik.
2 n—1 n 0 1 2 n

Minthogy (n) =1, ezért mindegyikiik paratlan, ahogy allitottuk.
n

n
3. Az allitas hasonldan bizonyithatd a modositott Pascal-haromszoggel is, ( k) helyére 1-et vagy O-t irva aszerint,

hogy péaratlan vagy paros. A médositott (“mod 2” szdmolt) Pascal-haromszog igy néz ki (1. KOMAL 1985/2. 51. 0.):
1987-03-107-1.eps

(1. sor csupa l-es;
2. sor csupa l-es;
3. sor nem csupa l-es;

2F  sor csupa 1-es;

28+1 sor csupa 1-es)

Itt a fenti” és a két ,oldalso, lenti” haromszog megegyezik. Az abrarol leolvashato, hogy a 2F + 1, 28 +2, ..
21 _ 1 sorok mindegyikében van nulla (,kozépen”), mig a 2871, sorban nincs. Tehat pontosan azokban a sorokban
n—1

3 1) szadm kettGvel osztva

all végig egyes, amelyek sorszdma kettGhatvany. Az n. sorban a k. helyen éppen az (

kapott maradéka all, vagyis ismét azt kaptuk, hogy (Z) akkor lesz minden 0 < k < n-re pératlan, ha a modositott
Pascal-haromszog(n + 1). soraban végig egyes all, azaz ha n + 1 kettGhatvany.

II. megoldas. A 2. megjegyzésben idézett allitas felhasznalasaval dltalaban adunk sziikséges és elegendd feltételt
arra, hogy adott n és k esetén Z paratlan legyen.

Irjuk fel ehhez az n-et kettes szamrendszerben, azaz legyen n = 2% +2% -1 4 .. 4+2% ahola; < as < ... < ay, és
tekintsiink egy n-elemd halmazt, amelynek minden elemét r darab szin valamelyikével festettiik ki tgy, hogy az egyes
szinekbdl rendre 29, 292, ... 29 darab forduljon elG.

a;

Az idézett 4llitas szerint tetszdleges 1 < k' < 2% esetén ) paros, tehat az azonos szini elemek adott, k" elem-

k/
szamu részhalmazai parokba rendezhetk. A kifestés utdn minden egyes csoportban rogzitsiik ezeket a parositasokat
is, mégpedig minden 1 < k¥’ < 2% esetben.

Legyen most 0 < k < n tetszleges és tekintsiik az n-elemd halmaz (Z) darab k-elemtd részhalmazat. Vegyiik

szemiigyre azokat a k-asokat, amelyekhez van olyan szin — mondjuk az i-edik —, hogy mind az adott részhalmazban,
mind pedig rajta kiviil talalhato i-szint elem. Hivjuk az ilyen k-asokat — az ¢ szinre nézve — csonkdnak. Megmutatjuk,
hogy a csonka k-asok szama paros.
Tekintsiik ehhez minden egyes ilyen k-ashoz a legkisebb olyan i-t, amelyre nézve csonka. Ha egy ilyen k-as a 2%
darab i-szini elem koziil k' darabot tartalmaz, akkor nyilvan k' < k, masrészt a csonkasag miatt 0 < k' < 2%,
Feleltessiik most meg ennek a csonka k-asnak azt a k-ast, amelyben az i-t6l kiilonb6z6 szind elemek ugyanazok, a

a;

k' darab i-szinf elem helyére pedig az ennek a k’-elemt részhalmaznak a % >, darab i-szini k’-elemi részhalmazon
rogzitett parositasnak megfelel§ részhalmaz keriil. Ez a megfeleltetés nyilvan kolesondsen egyértelmt, csonka k-ashoz

t6le kiilonb6z6 csonka k-ast rendel, igy a csonka k-asok szama valéban paros.
n
Ez azt jelenti, hogy i paritasa megegyezik az n elem koziil kivalaszthatd nem csonka k-elemid részhalmazok

szamanak a paritdsaval. Ha egy k-elemi részhalmaz nem csonka, akkor tetszéleges i-re vagy minden ¢-szind elemet
tartalmaz vagy pedig egyet sem. Egy nem csonka k-elemii részhalmaz elemszama tehat bizonyos egyszini részhalmazok
elemszamanak, azaz kilonbézd 2-hatvinyoknak az dsszege. Mivel tetszbleges k egyértelmiien irhato fel ilyen szamok
Osszegeként — ez éppen a k kettes szamrendszerbeli alakja — ezért adott k esetén legfeljebb egy nem csonka részhalmaz



létezhet és ez is csak akkor, ha minden olyan 2-hatvany, ami a k kettes szamrendszerbeli alakjaban szerepel, eléfordul
az n kettes szamrendszerbeli alakjaban is.

Azt kaptuk, hogy (Z) pontosan akkor paratlan, ha az n-et és a k-t kettes szamrendszerben felirva mindazokon a
helyiértékeken, ahol a k-ban 1-es all, az n-ben is 1-es &ll.
Feladatunk allitdsa innen nyilvanvaléan adodik, hiszen ha <Z> minden 0 £ k < n esetén péaratlan, akkor az n

kettes szdmrendszerbeli alakja nem tartalmazhat 0 szamjegyet.



