I. megoldas. Hivjuk pozitiv egész szamok egy sorozatat ,,gazdasdgosnak”, ha rendelkezik a feladatban leirt tu-
lajdonsaggal, tehat az elemeibdl készithets Osszegek kozott nincsenek egyenlSk. Egy ilyen stlysorozat mérdsulyaival
példaul nem mérhetiink egyenls tomegeket, ha a stulyok kiillonbozs csoportjait helyezziik a silyserpenyébe. A 2 hatva-
nyok sorozata példaul nyilvan gazdasagos, hisz barmely eleme nagyobb a néla kisebbek Osszegénél, de épp ez az oka
annak, hogy ez a sorozat til gyorsan novekszik: nyolcadik eleme, 27 mar nagyobb, mint 100. A 2 hatvanyok azonban
felhasznélhatok 100-nal kisebb szamokbol allé gazdasagos sorozat készitésére.

A 2 els6 hat nem negativ kitevsjd hatvanya, az 1, 2, 4, 8, 16, 32 sorozat tehat gazdasagos, az elemeibgl készithetd
osszegek éppen az 1 és a 2° — 1 = 63 kozé esG egeészeket adjak. Ezért a 3-szorosaikbol, a 3, 6, 12, 24, 48, 96 szamokbol
képezett Osszegek kozott sincsenek egyenlk, és ezek az 0sszegek éppen a 3 és a 3 - 63 = 189 kozé esd, 3-mal oszthatd
szamok.

Azt allitjuk, hogy ha ehhez a hat darab szamhoz még hozzavessziik a 95 és a 97 szamokat, akkor az igy kapott
8-elemt sorozat még mindig gazdasagos marad. A mar meglevékon kiviil ugyanis a kovetkezd aj osszegeket kaphatjuk

1. A 97 szerepel benniik tagként, a 95 pedig nem; az ilyen 6sszegek 1 maradékot adnak 3-mal osztva, és nyilvan
barmely kett6 kiilonbo6zd.

2. A 95 szerepel benniik tagként, a 97 pedig nem ; az ilyen Osszegek 2 maradékot adnak 3-mal osztva, és kozottiik
sincsenek egyenlgk.

3. Mind a két 0j szam, a 95 és a 97 is szerepel benniik tagként. Az ilyen Gsszegek oszthatok 3-mal, de nem kisebbek,
mint 95 4+ 97 = 192 ; természetesen ezek az Osszegek is paronként kiilonbozsk.

Lathato, hogy a két tijabb szam hozzavételével létrejovs 0 Osszegek az eddigiektd] és egymastol is kiilonboznek és
igy a 3, 6, 12, 24, 48, 95, 96, 97 szamok valoban a feladat egy megoldéasat adjak.

Megjegyzés. Altalaban is igaz, hogy a 3, 3-2, 3 - 22, e 3 2k71, 3.2F — 1, 3- 2k, 3.2 4+ 1 sorozat gazdasagos. A kovetkezd
megoldasbol kideriil, hogy nem a legjobb abban az értelemben, hogy a sorozat legnagyobb eleme csékkenthets. Az alabbiakban
megadunk egy elégséges feltételt arra, hogy egy 8-elemi sorozat gazdasagos legyen — a feltétel altalaban is megfogalmazhato6 —,
majd ezt felhasznélva elkészitiink egy megfelel6 sorozatot.

II. megoldas. Természetesnek tiinik, hogy kiséreljiikk meg el6irni a létrejovs Osszegek nagységviszonyat: az innen
nyerhet§ feltételek remélhetéleg segitségiinkre lesznek a sorozat konstrukciéjaban.

Probéljuk meg tehat a készithetd Osszegeket a kovetkezdképpen rendezni:

a) ha két Osszeg kiilonb6z6 szamu tagbol all, akkor legyen az a kisebb, amelyiknek kevesebb tagja van;

b) ha két Gsszeg ugyanannyi tagbol all, akkor legyen az a kisebb, amelyikben — az esetleges k6z6s tagok elhagyasa
utan — a legkisebb tag kisebb.

Ha van ilyen szamsorozat, akkor az nyilvin gazdasigos, csak az nem vilagos, vajon teljesitheté-e a két feltétel
egyidejileg. Vegyiik észre, hogy mindkét feltétel valahogyan azt biztositja, hogy a sorozat elemei egymaéashoz képest
ne legyenek tul nagyok — példaul a legnagyobb elem kisebb, mint a két legkisebb Gsszege —, varhato tehat, hogy ezek
révén sikeriil 100-nal kisebb szamokbol all6 megoldaséat talalni a feladatnak.

Jelolje a sorozat elemeit nagysag szerint névekvé sorrendben aq, aso, ..., as. Az elemek rendezése miatt a masodik
feltétel teljesiil, ha

(1) a; +ag < ajy1 + a2, (1 <3< 5);
(2) a; + a7 +ag < Qip1 + it + Ait3, (1 § 7 § 3);
(3) a; +ae + a7 +asg < @41 + Q42 + Ait3 + Aiga, (Z = 1).

A fenti egyenlGtlenségek bal oldaldn az a;-t tartalmazé legnagyobb, jobb oldalan pedig az a;-nél nagyobb elemeket
tartalmazo legkisebb Osszegek allnak. A biztosan elhagyhato kozos tagok miatt a feltételt elegends a legfeljebb négy
tagu Osszegekre el6irni. Ugyanez az oka az i-re vonatkozd megszoritasoknak is, hisz példaul ¢ = 2-re (3) és (2) azonos,
i = 4-re pedig mindhérom feltétel az a4 + ag < as + ag alakot olti.

Vegyiik észre még, hogy i = 1— re (3)-bol kovetkezik (2) — mert a5 < ag — ¢ = 1, 2, 3-ra pedig (2)-bsl hasonléoan
kovetkezik (1).

A sorozatnak elGszor a harom legnagyobb elemét, ag-at, ar-et és ag-ot adjuk meg, ezutan as és a4 kivalasztasara
(1)-et, a3 és ag kivalasztasara az erésebb (2)-t, a; kivalasztasara pedig a még erésebb (3)-at hasznaljuk.

Az elsé feltételhez sziikséges, hogy a sorozat kis elemei se legyenek tul kicsik, ezért az 6t legkisebb elem értékét az
(1), (2), illetve (3) szerint lehetséges legnagyobbnak valasztjuk, azaz (1)-b6l i = 5-re és i = 4— re

as =ag+ar—ag—1, a4 =a5+ag—ag—1:
(2)-b8l i = 3-ra és i = 2-re

az3 =aq+as+ag—ar—ag—1, ax=az+as+as—ar—ag—1;



végil (3)-bol ¢ = 1-re
(4) a1 =as+az+ag+as—ag—ay —ag — 1.

Ekkor tetszéleges ag > a7 > ag szdmokbol kiindulva nyilvan ag > as > a4 > as > as > a1, masrészt igy az egyenls
tagszamu Osszegek valoban kiilonb6zk lesznek.

Biztositani kell még, hogy a sorozat elemei pozitiv szamok legyenek, tovabba természetesen a kiilénb6z6 tagszamu
Osszegek rendezésére vonatkozo eléirast. Ez utébbi meglep6 modon kovetkezik a latszolag kevesebbet allito

(5) a1+ as+as+ag > ag+ a7+ asg

feltételbdl; eszerint elegendd, ha csak arra figyeliink, hogy a legkisebb négy tagu Gsszeg nagyobb legyen, mint a legna-
gyobb haromtag.
Valéban, az elemek rendezése miatt

(6) ag —ag < azg— a7 < a4 —ag < a5 —as < ag — a4 < a7 —agz < ag — az.
——

0

Ha most az itt felsorolt kiilonbségeket nagysag szerint névekvés sorrendben rendre a; -hez adjuk, akkor minden lépésben
a legkisebb k-tagu és a legnagyobb (k — 1)-tagt Osszeg kiilonbségét kapjuk, ha k = 2, 3, ..., 8. Ez a kiilonbség (6)
szerint az els6 harom lépés soran csokken, a negyedikben nem véltozik, attol fogva pedig ng, igy a legkisebb k-tagu és
a legnagyobb (k — 1)-tagu 6sszeg kiilonbsége a k = 3 (és a k = 4) esetben minimalis. Az (5) feltétel szerint pedig ez a
minimum pozitiv, igy a legkisebb k-tagi 6sszeg minden 2 < k < 8 esetén nagyobb, mint a legnagyobb (k — 1)-tagu.
Az (5) feltétel tehat valoban biztositja, hogy a kiilonboz6 tagszamu Gsszegek olyan modon legyenek rendezve, ahogyan
azt eléirtuk.

Ha most a7 = ag — 1, ag = ag — 2 , akkor a rekurziés formulak szerint as = ag —4, aq4 = ag—7, a3 =ag— 13, as =
as — 24, a1 = ag —46. Az igy definiélt sorozatra pontosan akkor teljesiil (5), ha ag > 87 . Eszerint példaul ag = 88-bol
kiindulva a

88, 87, 86, 84, 81, 75, 64, 42

sorozatot kapjuk; ez a sorozat a konstrukciorél bizonyitottak szerint megfelel a feladat elirasainak.

Megjegyzések. 1. Ha a sorozat értelmezését ado feltételeket kissé modositjuk (az ai-et (4) helyett elegendd a (2)
szerinti a; = as+asz+aq — a7 —ag — 1 Osszefiiggésbdl szamolni, ugyanis ha a nyolc szam Osszege paratlan, akkor nyilvan
nem kaphatunk egyenld négy tagt Osszegeket; masrészt — és ezt gondolja meg az olvaso — ha (5) helyett csak annyit
irunk el6, hogy a legkisebb négy tagu 0sszeg 1-gyel legyen kisebb a legnagyobb haromtagunal, akkor még mindig nem
lesznek egyenl6k a kiilonbo6z6 tagszamu Osszegek kozott), akkor a 84, 83, 82, 80, 77, 71, 60, 40 sorozatot kapjuk.

Szamolégéppel sem sikeriilt olyan 8-elemii gazdasagos sorozatot taldlni, ahol a legnagyobb elem 84-nél kisebb, bar
a program nem nézett végig minden lehetGséget.

Az Sz. 55. feladatban olyan programot kellett irni, amely kétjegyl szamokbol all6 gazdasagos sorozatot allit elg. A
bekiildott programok dontG tobbsége nem alkalmas a feladat valodi megoldasara, hiszen — jo esetben — évekig futna.
A szerzoket ez a tény nem latszott zavarni.

2. A probléma szoros kapcsolatban van az F. 2584. feladattal (a megoldast lasd az 1986. évi 7. szam 304. oldalan).
Ott azt bizonyitottuk be, hogy két jegyt szamokbol allo 10-elemi gazdasagos sorozat nem létezik. Az ottani bizonyitas
9-elemi sorozatra nem miikodik, masfelél a mostani konstrukciok egyike sem ad 9-elemi gazdasigos sorozatot.



