I. megoldas. Megmutatjuk, hogy az allitas minden egész n-re igaz. Irjuk fel (a* + b* + ¢*)-et az alabbi alakban:

at + b0t = (a® + 07+ 02)2 —2(a®b® +b?c? + ?a?) =
= (a®> 4+ b* + 02)2 —2{(ab+ bc + ca)® — 2abc(a+ b+ c)} =
= (a®+b* + 02)2 + 4abe(a+ b+ ¢) — 2(ab + be + ca)® =

(a+b+c)2—(a2+b2+c2)>2_
- -

:(a2+b2+c2)2+4abc(a+b+c)—2(

bt oyt
= (a2—|—b2—|—02)2 + 4dabc(a+b+c) — w-

2 4 p2 2)2
—w +la+b+0)2@®+b%+A).
Legyen tehat az n tetsz6leges egész, s irjuk fel n = 28m alakban, ahol k > 0 egész, m pedig paratlan egész. Ez a feliras
egyértelmd. A feltétel szerint n, s igy m is osztoja (a + b + ¢)>-nek és (a® + b + 02)2—nek. Minthogy m pératlan, ezért
a+b+c)t a? + b2 + 2)?

m oszt(')ja( 5 ) + ( ) nek is. Az m tehét osztoja a jobb oldal minden tagjanak, igy az egész jobb
oldalnak is, tehat m|a® + b* + c*.

Be kell még latni, hogy 2F is osztoja a* + b? + ¢*-nek. Ha k = 0, akkor nincs mit bizonyitani. Ha k& > 1, akkor a
feltevés szerint n, s igy 2¥ is osztoja (a® + b% + 02)2 +4abe(a+b+c) + (a+ b+ ¢)*(a® + b* + ?)-nek.

a+b+e)t (a®+b2+c2)° a+b+e)t

Azt kell még igazolnunk, hogy 2* ( 5 ) { ( 5 ) . Mivel (a + b+ ¢)* oszthat6 2**-nal is, igy (f)
oszthato 2%~ 1-nel is, tehat 4k — 1 > k miatt 2¥-nal is. Végiil ugyanigy (a2 + b2+ 02)2 oszthato 22k—nal, a fele tehat
92" =1 nel, s igy 2k — 1 > k miatt 2¥-nal is. A jobb oldalon tehat minden tag oszthato 2F-nal, igy az Gsszeg is oszthato
vele.

Azt kaptuk tehat, hogy m is, 2% is osztoja (a* + b* + ¢*)-nek. De (m, 2%) = 1, igy (a* + b* + ¢*) oszthato a
szorzatukkal, m - 2% = n-nel is. Ezzel belattuk hogy a feladat allitasa minden egész n-re teljesiil.

II. megoldas. Egy szerencsésebb atalakitassal az allitast az n paros vagy paratlan voltatol fiiggetleniil is igazol-
hatjuk. Ugyanis

a4t =(a+b+o)(a® + b+ P)-
—(a®b+bc+ a4 ab® +bc® +ca®) = (a +b+c)(a® + b3+ 3)—
—[(a® + b* + *)(ab + be + ca) — (a*be + ab’c + abc?)] =
=(a+b+c)(a®+ b+ ) — (a® +b* + ) (ab + be + ca)+
+(a+ b+ c)abe.
Lathato, hogy a kapott haromtagi 6sszeg minden tagjaban az elsé tényezs a feltétel szerint n-el oszthato, igy az
Osszeg is.

k k k
Megjegyzés. A bizonyitasbol kivetkezik, hogy nla + b+ c és nla® +b> + ¢* esetén nla® +b> +¢* tetszoleges pozitiv egész
k-ra is.



