I. megoldas. Legyenek a haromszog szogei «, 3, . A feladat szovegébdl kovetkezik, hogy egyik sz6g sem derékszog,
mert tangenseik léteznek. A szdgek bettizésérdl feltehets, hogy tga < tg 5 < tg~y. Ekkor csakis ebben a sorrendben
alkothatnak szamtani sorozatot, tehét

(1) tga +tgy = 2tg 5.

cos B(sin - cos v 4 cos a - sin ) = 2 - sin - cos « - cos 7.

A bal oldalon a zardjelben az addicios tétel szerint éppen sin(a + «) all, s ez sin(m — o — y) = sin S-val egyenld.
0 < B < 7 miatt sin 5 # 0, egyszertsithetiink vele, s igy azt kapjuk, hogy

(2) cosf = 2cosa - cosn.

Most belatjuk, hogy (2) ekvivalens azzal, hogy sin 2a, sin 28, sin 2+ (ilyen sorrendben) szamtani sorozatot alkot, tehat

(3) sin 2a + sin 2y = 2 - sin 2.

A (3) bal oldalat szorzatta alakitjuk, majd felhasznéljuk, hogy sin(a + ) = sin 3, a jobb oldalon pedig a kétszeres
sz0g szinuszara vonatkozoé Osszefiiggést hasznaljuk. Igy kapjuk, hogy

2-sin - cos(aw—y) =4-sin B cos B.
Egyszertsitiink 2 - sin S-val (ami nem 0), majd mindkét oldalbol levonunk cos S-t:

cos(aw — y) — cos 8 = cos S.

Tudjuk, hogy — cos 8 = cos(a + ). Ha ezt beirjuk a bal oldalra, és alkalmazzuk az addicios tételt, ekkor azt kapjuk,
hogy

2 - cos «a - cos v = cos [,

ami nem maés, mint (2).
Lépéseink megfordithatok, igy (2) valéban pontosan akkor igaz, ha sin2c«, sin2f, sin2y (ebben a sorrendben)
szamtani sorozat, és éppen ezt akartuk bizonyitani.

II. megoldas. Tegyiik fel, hogy az ABC haromszog szogeire teljesiil (1). Ekkor a haromszog nem lehet derékszogi,
hiszen mindharom szégének van tangense. Megmutatjuk, hogy ekkor a haromsz6g tompaszogt sem lehet. Ha ugyanis
B tompaszog, akkor a méasik két szog hegyes, és igy tg 5 < 0, tga > 0 és tgy > 0, marpedig ekkor (1) nem allhat fonn.
Ha viszont példaul o tompaszig, akkor (1) bal oldalat tga + tgy = —tg(8 + ) + tgy alakba irva v, 8 + v egyarant
0 és 7/2 kozeé esik, tehat tg(58 4+ v) > tg~, s igy a bal oldal negativ, mig tg 8 > 0, hiszen « és § nem lehet egyszerre
tompaszog.
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Ha tehat (1) igaz, akkor az ABC haromsz0g hegyesszogt. Legyen O a koré irt korének kézéppontja, M a ma-
gassagpontja, T' a B-bdl indulé magassaganak talppontja és F' az AC oldal felez6pontja (dbra). Ekkor M is, O is a
haromszog belsejében van és AMT< = BCA< =, CMT< = BAC< = a (mert meréleges szaru szogek), tehat
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Masrészt a keriileti és kézépponti szogek tétele miatt AOC< = 23, igy a fele, AOF< = 3, tehat

tgf = AF  AC
877 F0 T 2F0
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(1) tehat a T = FO azaz T'M = FO alakba irhato. Minthogy O és M AC-nek ugyanazon a partjan van, és MT

parhuzamos OF-fel (mindkett6 mer6leges AC-re), ezért azt kaptuk, hogy (1) pontosan akkor igaz, ha a hegyesszogd
ABC haromszogben OM, a hdromszég Fuler eqyenese parhuzamos AC-vel.
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Az Euler-egyenesen az S stlypont is rajta van, s ennek tavolsaga AC-t6l §BT = ?b, ezért az Euler egyenes

pontosan akkor parhuzamos AC-vel, ha OF = ™ s fennall. Az Euler egyenes parhuzamossaga tehat egyenértéki

azzal, hogy az AOC haromszog teriilete harmada az ABC' haromszog teriiletének:

(4) 3taoc = taBc.

Masrészt hegyesszogl haromszoghen tapc = taoc + tcos + tsoa, ahonnan (4) szerint azt kapjuk, hogy

(5) 2taoc = tcoB +1tBoa-
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Miutén pedig taoc = 57“2 sin 203, tcop = 57“2 sin 2« és tpoa = 57"2 sin 27, az (5) egyenletet %—vel végigosztva,

éppen a kivant

2sin 23 — sin 2« 4 sin 2y

egyenldséget kapjuk.

Megjegyzés. Konnyd belatni, hogy a bizonyitas lépései megfordithatok, tehat hegyesszogi haromszogben az alabbi négy
allitas ekvivalens:

l.tga+tgy=2-tgp.

2. Az Euler-egyenes parhuzamos az AC' oldallal.

3. taos +tpoc = 2taoc-

4. sin 2 + sin 2y = sin 2.

Nem nehéz megmutatni, hogy tompaszégi haromszogben e négy allitas egyike sem lehet igaz.



