I. megoldas. Megmutatjuk, hogy létezik olyan mértani sorozat, amelyre teljesiil (1). Keressiik tehat a,-et a;-¢" !
alakban, ahol a; > 0 és g > 0. Az (1) Osszefliggés szerint kapjuk, hogy ha n > 1, akkor

(2) aj - anrl =ay - qnfl —ay - qn7

ahonnan ¢>=1-—gq.

V5 -1 \/5—1>"1

Ennek az egyenletnek a pozitiv megoldasa . Ha most a; > 0 tetsz6leges, akkor az a,, = a1 5

sorozat minden tagja pozitiv, és mivel lépéseink megfordithatok, a sorozatra teljesil (2) és (1) is.

II. megoldas. Az aldbbiakban azt is belatjuk, hogy a feladatnak nincs més megoldasa, vagyis ha egy pozitiv
tagu a, sorozatra teljesiil (1), akkor az a,, sziikségképpen mértani sorozat. Vizsgaljuk ehhez az a,, sorozat szomszédos

an, .
elemeinek hanyadosait, azaz legyen b,, = 1 Ekkor b, > 0 és (1) szerint
(227
1 . )
(3) bpt1 = 5 1 minden n>1 egészre.

Mivel b,,4+1 is pozitiv, (3)-bol kapjuk, hogy b,, < 1, azaz minden n > 1-re

(4) 0<b,<1.
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Ez by,41-re is igaz, vagyis 0 < T 1 < 1, ahonnan

1
—<b, <1,
2

1 1
és innen ujra b,+1 (3)-beli alakjat beirva 3 < b 1 < 1, ahonnan

1 2
(5) 3 < b, < 3 minden n — re.

1 2
Lathato, hogy a b,, értékeire kapott Gjabb korlatok (5 és 3 jobbak a korabbiaknal (0 és 1). A gondolatmenetet

megismételve tovabbi javulas varhaté — nézziik meg ezért ezt a lépést altalaban.
Legyen tehéat 0 < ug < b, < vp < 1 minden n-re, azaz uy, és vy a k-adik lépésben kapott korlatok (u; = 0, v1 = 1).
A (4)-t6l (5)-ig vezets lépéseket elvégezve most azt kapjuk, hogy minden n-re

[ *1+uk< <1+Uk*v
k+1—2+uk n 2+Uk_ k+1-

A E-ra vonatkozo teljes indukcioval kénnyen igazolhato, hogy a (k + 1)-edik lépésben kapott tjabb korlatok, w1
és vk41 valdéban jobbak az el6z6knél, azaz up < ug41 €S V41 < Uk-
V5 -1
2

— akkor az indukcios

1+
Ha ugyanis f(x) = és xo jeloli az f(x) = = egyenlet pozitiv megoldasat — xp =

2+
bizonyitasokban arra van sziikség, hogy ha 0 < & < xg, akkor x < f(z) < =, illetve ha z¢ < x, akkor f(z) < x, hiszen

ugt+1 = f(ur) és vkr1 = f(vg). Az utobbi allitasok pedig leolvashatok az f(x) és az x fiiggvények grafikonjarol (lasd
az abrat).
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Masfelsl
0 <veps — s = — 2= L
k+1 k+1 2+ o2 +un 4 k k)
ahonnan
0<vk—uk<m, hiszen v —u; = 1.

Ez azt jelenti, hogy az [ug, vi] egymasba skatulyazott zart intervallumok hossza 0-hoz tart, igy ha minden n-re
by, € [ug, vg] minden k-ra, akkor b,, dllandd, az a,, tehat mértani sorozat. Hanyadosat g-val jelolve ¢ = b,, = klim U =
— 00

lim wvg.
k— o0



Mivel ug konvergens, ezért ug1 is az és

= lim wug41 = lim 1+uk—1+k1i’r2°%—l+q
q_kﬂoo ik T koo 24wk 24 lim wg 244q’
k—o0
ahonnan ¢-ra az els6 megoldasban kapott ¢° + ¢ — 1 = 0 egyenlet adodik. Ennek pozitiv gyokével mint hanyadossal és
tetszoleges pozitiv kezdGértékkel elkészitett mértani sorozatok adjak a feladat Gsszes megoldasat.

Megjegyzések. 1. Ha felirjuk az uj és v sorozatok néhany elemét, akkor az alabbi torteket kapjuk:

013 8 21 et
1'2° 5 13 34 " OVe
125 13 34

1’38 2155 "

Lathato, hogy a | 7| 7] 7] 7 séma szerint haladva mindkét esetben a Fibonacci-féle sorozatot kapjuk, amelynek
elemeire fenndll az f,,+2 = fn41 + fn Osszefiiggés. Ha fo = 0, akkor

_ f2(1c—1)7 oy = f2k71, k=1,
far—1 far

A masodik megoldas allitdsa most mar adodik abbol az ismert ténybdl, hogy a Fibonacci-sorozat szomszédos
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elemeinek hanyadosa, f,./fnt1 a értékhez tart; a paros n-ekhez tartozd részsorozat monoton noévekedgen,

paratlan n-ekre pedig monoton fogyo6an.

2. Az (1) osszefiiggés szerint az a,, sorozat minden egyes eleme a megel6z8 kettd segitségével szamithato ki: a
sorozatot egy ugynevezett rekurzio adja meg. Ha nem irnank el§, hogy a sorozat elemei pozitiv szamok, akkor az elsg
két elemet, aj-et és as-t tetszés szerint megvalasztva a tovabbi elemek (1) alapjan szamolhatok. A méasodik megoldasbol
kideriil, hogy ha a; : as # (V5 — 1)/2, akkor az igy elkészitett sorozatnak nem lehet minden eleme pozitiv.

A sorozatok ilyen médon torténd megadasa igen gyakori: a szamtani sorozatot példaul az a, 1 = a, +d, a mértani
sorozatot az an+1 = an - q, a fentiekben is el@keriilt Fibonacci-sorozatot pedig az an4+2 = an41 + a, Osszefiiggés
adja meg. Az ilyen moédon megadott sorozatok bizonyos tulajdonsagai a rekurziv Gsszefiiggésbdl is leolvashatok, am
gyakran sziikség van az n-edik elemet kozvetlenill megado explicit Gsszefiiggésre. A szamtani sorozat esetén ilyen az
an = aj + (n — 1) - d, a mértani sorozatra az a, = a; - ¢" "', az altalanos Fibonacci-sorozatra pedig az elsé pillanatra

meghokkentd
n—1 n—1
1 5 1—-+5
an:A'< +2\/_> —I—B-( 2\/_>

Ilyen explicit formula felirdsdra nincsen altalanos moédszer, azonban a rekurziok egy jol jellemezhets osztalyéara
ismeretes a probléma megoldasa. A feladatban szerepls a, 12 = a, — a,41 rekurzié pedig ebbe az osztalyba tartozik.

Az ilyen rekurziok altalanos alakja: a,y2 = ¢1-any1 + C2 - ay, ahol ¢1 és co adott konstansok. Esetiinkben ¢; = —1,
co = 1. (Ha ¢1 = ¢c2 = 1, akkor éppen a Fibonacci-sorozathoz jutunk.)

Az altalanos megoldas a ¢> = ¢ - ¢ + c2 egyenlet — a rekurzié tgynevezett karakterisztikus egyenlete — gyokeinek,
a g1-nek és a go-nek a segitségével irhato fel (g1 és g2 komplex szamok is lehetnek):

ha ¢ # q2, akkor a, = A.q?*l _}_B.qgfl;
ha ¢ =¢q2, akkor a, = A.q?*l +B-n-q?*1

alaku az altaldnos megoldas.

Az A és a B itt tetszGlegesen valasztott konstansok; amennyiben a rekurziv Osszefiiggés mellett a sorozat elss
két elemét is megadjuk és ezzel egyértelmien meghatarozzuk a sorozatot, akkor A és B a sorozat els6 két elemére is
érvényes formulakbol adodo kétismeretlenes egyenletrendszer megoldéasai.

A fenti allitas bizonyitasa — és némi altalanositdsa — megtaldlhato példaul N. I. Vilenkin: Kombinatorike cimi
konyvének (Mtszaki Konyvkiado, 1971) 168-174. oldalan.

Esetiinkben a karakterisztikus egyenlet, ¢° = 1 — ¢ gyokei

V6 -1 _ —V5-1
92 ) q2 = 2 .

Az altalanos eredmény szerint tehat az (1) rekurzi6 Gsszes megoldasa

q1 =

A-¢ '+ B-gh " alaka.

Mivel |q1| < 1, ezért az Gsszeg els6 tagja, A - ¢! a 0-hoz tart; masfelsl g; < —1 miatt B # 0 esetben a masodik
tag nem korlatos sem alulrol, sem pedig feliilr6l. Ez azt jelenti, hogy ha B # 0, akkor a sorozatnak nem lehet minden
eleme pozitiv.



