Végezziik el (2)-ben a négyzetre emeléseket, rendezziik az egyenletet, és osszunk 2-vel:
(2") (22 +y? + 2% —xy —xz —yz) = 34
Emeljiik négyzetre (1)-et:
(1) 22+ y? + 2%+ 20y + 222+ 2yz = 1.
és ha most (1’)-bol kivonjuk (2)-t, és osztunk 3-mal, akkor az
(4) xy+xz+yz=—-11

egyenlethez jutunk.
Ha (3)-ban is elvégezziik a kijelolt mtveleteket, akkor rendezés utan kapjuk, hogy

(xy + 22+ yz)(x+y+ 2) — 9xyz = 16.
Az utols6 sorban (4) és (1) alapjan tudjuk, hogy a kisebbitend —11, ezt beirva és rendezve az
(5) xyz = —3

egyenletet kapjuk.
Ha tehét z, y, z megoldasa a feladat egyenletrendszerének, akkor erre a harom szamra teljesiil az

(1) r+y+z=1
(4) zy+yz+axz=—11
(5) xyz = —3

egyenletrendszer is. A tovabbiakban ezt az egyenletrendszert oldjuk meg.
A gyokok és egytitthatok kozti Osszefliggések alapjan most mar felirhato olyan harmadfoku egyenlet, amelynek x,
y és z a gyOkei, hiszen

(u—2)(u—y)(u—2)=u®— (x+y+2)u+ (zy +yz + 22)u — Y2
Az egyiitthatok értékét behelyettesitve az
(6) ud —u? —11u+3=0

egyenlethez jutunk. Ha x, y és z megoldasa az (1), (2), (3) egyenletrendszernek, akkor ez a harom szam — valamilyen
sorrendben — a (6) egyenletnek is gyoke.

Bar a harmadfokd egyenlet megoldaséara létezik altalanos moédszer, itt gyorsabban célhoz ériink, ha felhasznaljuk
azt az ismert tényt, hogy egész egyiitthatoés polinom raciondlis gyokei véges sok 1épésben megkaphatok: szamlalojuk
a polinom konstans tagjanak, nevezéjiik pedig a legmagasabb foki tagnak az osztoja. Esetiinkben u? egyiitthatoja 1,
igy (6) racionalis gyokei egészek, és az 1, —1, 3, —3 halmazbdl valok.

Behelyettesitve a —3 valoban gyok, igy az (u + 3) gyoktényezs kiemelhetd:

u? —u? —11lu+3 = (u+3)(u® —4u+1).

A masodik tényez6 masodfoku, gyokei 2 + V3 és 2 — /3.

Azt kaptuk, hogy ha z, y, 2 megoldasa a feladat egyenletrendszerének, akkor x, y, z értéke (valamilyen sorrendben)
—3,24+3és2— 3.

Ellenérizve pl. az & = —3, y = 2 + V3, z = 2 — /3 értékharmast, ez valoban megoldasa az egyenletrendszernek.
Mivel az egyenletrendszer, z, y, z-ben szimmetrikus, e harom érték tetszéleges permutacidja megoldas, igy Osszesen
3! = 6 megoldés van. Tablazatba foglalva az egyenletrendszer megoldasa:

T -3 -3 243 24V3| 2—=V3 | 2—-V3
y| 24+V3| 2—-V3| 2-V3| -3 -3 24+V3
2l 2=V3| 2+V3 -3 2-vV3| 2+V3 -3




