Ha n vagy k értéke 1, akkor valamelyik szdmhalmazban egyetlen szdm van. Ha ez a nulla, akkor valamennyi szorzat
is nulla és igy ekkor m = 1.

A tovabbiakban foltehetd, hogy n és k nagyobbak egynél. Tetszbleges k- elemd Ay és n- elemi B,, halmazok elemeit
kiilon-kiilon névekvs sorba rendezve a lehetséges n - k darab szorzatot irjuk be az 1. 4bran vazolt tablazat mezGibe.
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1. dbra

A tablazat i-edik soraban (1 < @ < k) az Ay i-edik elemének és a B, elemeinek a szorzata, a j-edik oszlopaban
(1 £j < n) pedig a B, j-edik elemének és az Aj, elemeinek a szorzata all.

Legfeljebb egy sor, illetve oszlop kivételével kiilonbozs szamok allnak az egyes sorokban, illetve oszlopokban; ha Ay,
illetve B,, tartalmazza a nullat, akkor természetesen a megfelels sor, illetve oszlop minden mez§jében nulla all. Foltehetd
ugyanakkor, hogy Ag-ban és B,-ben is szerepel a nulla, hisz egyébként egy-egy nem 0 elemet 0-val helyettesitve a

kiilonboz6 szorzatok szama nem nd.
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2.a dbra

1987-01-019-3.eps
2.b dbra

A tablazatban a szorzatok elGjelét is feltiintettiik. Elgfordulhat, hogy az egyik halmaz vagy akar mindketts azonos
elgjeld szamokbol &ll; a tablazat szerkezete ilyenkor ennek megfeleléen modosul (2/a, b abrak). El6bbi feltevésiink
szerint viszont mas eset lényegében mér nincsen, ugyanis a 2. abrak tovabbi valtozatai az Ay, illetve a B,, elemeinek
(—1)-gyel valo szorzasaval kaphatok, és ilyenkor a kiilonbz6 szorzatok szama nem valtozik. A 2/a abran az Ay halmaz
nem tartalmaz egyidejiileg pozitiv és negativ elemeket is, ugyanez természetesen a B,, halmazra is fennallhat, de a két
lehetGség szimmetrikus volta miatt ez nem ad 1j eredményt.

A nullaszorzatok elhagyasaval tdblazatunk minden esetben négy (1. dbra), kettd vagy pedig egy (2/a, b abréak)
résztablazatra bomlik Ggy, hogy az egyes résztablazatokban minden szorzat elsd, illetve masodik tényezdje ugyanolyan
elGjeld. Vegyiik észre, hogy egy u X v méretd ilyen résztablazat mindenképpen tartalmaz u + v — 1 darab kiilénbo6z6
szamot, ennél tébbet azonban nem feltétleniil. Elegendd ezt abban az esetben igazolnunk, amikor a szorzatokat elGallito
tényez6k mindegyike pozitiv, a tovabbi esetekben a negativ tényezéket (—1)-gyel szorozva ilyen tablazathoz jutunk,
és ekOzben nyilvan nem véltozik a kiilonb6z6 szorzatok szama.
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3. dbra

A tényezsk novekvs elrendezése miatt a 3. dbra szaggatott dtvonala mentén minden szorzat nagyobb, mint a
megel6z6, és igy valoban u + v — 1 kiilonb6z6 szamot kapunk. (Ez egyébként barmely olyan u + v — 1 hosszisaga
utvonal mentén igaz, amelyik a bal fels§ sarokbol vezet a jobb alsoé sarokba). Ha pedig a kitoltést meghatarozo
tenyezdket a 2 els6 u, illetve v darab hatvanyakeént valasztjuk, akkor a szorzatok a 22 és a 247 kizé es6 2-hatvanyok,
és igy a tablazatban éppen uw + v — 1 darab kiilénb6z6 szorzat szerepel.

Vegyiik most szemiigyre ennek alapjan az 1, 2/a és 2/b abrak lehetgségeit. Korabbi megjegyzéseink szerint elegends
ezeknek az eseteknek a vizsgalata.

A 2/b abra egyetlen ,résztablajaban” a fentiek szerint legalabb 1+ (n — 1)+ (k—1) — 1 = n + k — 2 a kiilonb6z6
szorzatok szama — a 0-val egyiitt — és mivel ez a leirt médon meg is valosithaté, m < n + k — 2.

A 2/a abran a két résztablazat ellenkezs elGjelii szorzatokat tartalmaz, igy a részekbdl egy-egy kiilonb6z6 elemd
maximalis szorzathalmazt egyesitve tovabbra sem kaphatunk egyenls szamokat. Az el6bbiek szerint tehat a tablazatban
ekkor a 0-val egyiitt legalabb 1+2(k—1)+ (n—1) — 2 = n+ 2k — 4 (vagy a szimmetrikus esetben k + 2n —4) kiilénb6z6
szorzat szerepel. Miutan pedig k = 2 (és n = 2), az ilyen esetekben is van legalabb n + k — 2 kiilonb6z8 a létrejove
szorzatok kozott.

Meg kell még vizsgalnunk, hogy az 1. abra legaltalanosabb esetében is taldlhatunk-e mindig n + k — 2 kiilonb6z6
szorzatot. Az ellenkezd elGjeld résztablak kiillonbozs elemekbdl all6 maximalis szorzathalmazai most is egyesithetsk, a
kérdés az, hogy a négyféle lehetség legalabb mekkora elemszémot biztosit.

Legyen az Ay halmazban k és k2, a By,-ben pedig n; és no a negativ, illetve a pozitiv elemek szama. (k1 +ko = k—1
és n1 +ng =n — 1, és most k1, ka2, n1, no pozitiv mennyiségek.)

A koréabbiak szerint az egyes negyedek ilyenkor egyenként legalabb Py = k14+n;—1, Ny = k1+ne—1, P, = ko+no—1,
illetve Ny = ko +n1—1 darab kiilonb6z6 szamot tartalmaznak. Az els6 és a harmadik esetben ezek a szamok Pozitivak,



a tovabbi kettében pedig Negativak. Tablazatunk igy biztosan tartalmaz annyi egymastoél és a 0-t6l kiilonb6z6 szamot,
amennyi a négyféle lehetséges P; 4+ N; Osszeg maximuma.

A négy mennyiség osszege 2(P1 + Po+ N1+ No) = 4(k+n—4), igy a négyiik maximuma legalabb ennek egynegyede,
k +n —4, azaz a 0-val egyiitt most is létezik legalabb n + k — 3 kiilonb6z6 szorzat.

Vegyiik észre azonban, hogy a négy mennyiség maximuma akkor lesz éppen az 0sszegiik egynegyede, ha mind a
négy mennyiség egyenls. Ez pedig esetiinkben pontosan akkor igaz, ha P} = P és N1 = Ny, azaz k1 = kg és ny = no.
Ezek az egyenlGségek pedig csak gy allhatnak fenn, ha k is és n is paratlan szamok. Ebben az esetben viszont meg is
adhatok az Ay és a B, halmazok gy, hogy a kiilonb6z6 szorzatok szama éppen n + k — 3 legyen. Ehhez az sziikséges,
hogy a négy résztabla méretei egyenlSk legyenek, az egyes résztablakban ne legyen a minimalisnal tobb kiilénboz6
szorzat, ezenkiviil a két pozitiv, illetve a két negativ résztabla ugyanazokat a szorzatokat tartalmazza.

Ez megvalésithato, ha

(*) Ak:{—z%, 9%t 22,0, 2, ..., 2, 2%} és

an{—2"51, 9" 2.0, 2 ..., 2", 2"%1}.

Igy ha k > 1 és n > 1 paratlan szamok, akkor m = n + k — 3.

Ha viszont n és k koziil legaldbb az egyik péros, akkor a P; + N; tipust Osszegek kozott vannak kiilonbozok.
Maximumuk ezért nagyobb, mint az Osszegiik egynegyede, és igy legalabb n + k£ — 3. Ebben az esetben tehat a 0-val
egyiitt most is van legalabb n + k£ — 2 darab kiilonb6z6 az n - k darab szorzat kozott.

Eredményeinket Osszefoglalva a feladat kérdésére a kovetkezs valaszt adhatjuk: 1. Ha n = 1 vagy k£ = 1, akkor

m=1;2.han>1, k> 1 és mindkettd paratlan, akkor m = n + k — 3 azaz a 1étrejové n - k szorzat kozott mindig van
legalabb n + k — 3 kiilonbozs, és az Ay és a B, halmazokat (x) szerint valasztva éppen ennyi; 3. han > 1, k > 1 és

legalabb az egyikiik paros, akkor m = n + k — 2, azaz a szorzatok kozott mindig van legalabb n + k — 2 kiilonboz6, és
a 2/b abra vizsgélatakor lattuk, hogy Ay és B, megvalaszthato agy, hogy a kiilonb6z6 szorzatok szdma éppen ennyi
legyen.



