Az egyenl6tlenség bal oldalan az els6 két tag, valamint a jobb oldal minden valés x-re értelmezett, viszont a bal
oldal harmadik tagja csak akkor, ha

(2) 0<a? =52 4+4=02-)*-1)=(x—-2)(z+2)(z—1)(z+1).

Ez nem teljesiil, ha —2 < z < —1 vagy 1 < < 2, azaz ha 1 < |z| < 2. A feladat allitasa tehat értelmetlen, ha
1 < |z| < 2. Ha viszont |z| < 1 vagy |z| > 2, akkor az egyenl6tlenség mar igaz. Ezt fogjuk bizonyitani.

A koszinusz-fiiggvény értékkészlete a [—1, 4+1] intervallum, tehat a bal oldalon két, 1-nél nem nagyobb szam Ossze-
gébdl egy (—1)-nél nem kisebb szamot vonunk le. A bal oldal tehat mindig legfljebb 3, s csak azt kell bizonyitanunk,

hogy

(3) cos (2% —2? — 5z +2) =1
(4) cos (22% —32% =32 —2) =1
(5) cos ((2z+1) - Vat — 522 +4) = -1
egyszerre nem allhat fenn. Oldjuk meg elgszor kiilon-kiilon e harom egyenletet;:
(3) megoldasa 2km =223 — 2% — 5 + 2
4) megoldasa 2m = 223 + 32 — 3z — 2
g
(5) megoldasa (1+2m)m = 2z + 1)/ (z +2)(z — 2)(x — 1) (= + 1),

ahol k, I, m egész szamok.
Konnyen észrevehetd, hogy (22° + 322 — 3z — 2) az 2 = 1 helyen eltiinik, tehat

20% + 322 —3x — 2= (x — 1)(22% + 52+ 2) = (x — 1)(2z + 1)(z + 2).
Ezek utan csak azt kell észrevenniink, hogy hasonléan
223 — 2% —bx — 2= 22+ 1)(x — 2)(z + 1),

tehat (3) megoldéasa és (4) megoldéasa jobb oldalanak szorzata éppen (5) megoldasa jobb oldaldnak a négyzete. Ha
tehat volna olyan k, [ és m egész, amelyre (3) megoldasa, (4) megoldasa és (5) megoldassal egyszerre fennallna, akkor
ezekre teljesiilne, hogy

2km - 2l = ((2m + 1)7T)2

azaz 4kl = (2m + 1)%. Amde itt a jobb oldal paratlan, a bal oldal paros, ami ellentmondas. Ez az ellentmondés
bizonyitja, hogy (3), (4) és (5) nem oldhaté meg egyszerre, tehat a feladat egyenlGtlenségének bal oldala (az értelmezési
tartomanyban) soha nem éri el a 3-at.

Megjegyzések. A koszinusz-fiiggvény argumentumaiban szerepld kifejezésekbdl csak azt hasznéltuk ki, hogy kettd
szorzata a harmadikkal egyenls. Igy tulajdonképpen azt kellett észrevenni hogy a feladat egyenlGtlensége a

cosa+cos f—cosy<3, ha v==xvab
egyenl6tlenség specilis esete. Ugyanigy bizonyithato, hogy
cosa+cos f—cosy>—3, ha ~==x+af,

tehat a feladat egyenlStlenségének bal oldalan allo kifejezés értékkészlete a (—3, +3) nyilt intervallumba esik. Lénye-
gesen nehezebb mar annak igazoléasa, hogy a teljes (—3, +3) nyilt intervallum az értékkészlet (lasd az 1984. évi OKTV
spec. mat. tagozatos verseny IIL., rendkiviili fordulojanak 3. feladatat).



