I. megoldas. 1. Jeloljiikk a szabalyos hatszog oldalat r-rel, kdzéppontjat O-val, egymés utani csiucsait Cq-gyel,
Cs-vel, ..., Cg-tal ugy, hogy az A; pont a C;C;11 oldalszakasz bels6 pontja, hai =1, 2, 3, 4, 5, és Ag a CgC1 szakasz
bels6 pontja. Legyenek tovabba a leiras szerint keletkez6 haromszog cstcsai Ss, S5, S ugy, hogy S3 az A1 Ay, AsAy
egyenespar metszéspontja, S5 az AsAy, AsAg paré, S1 az AsAg, A1 As egyenesparé. Ekkor a feltevés szerint S; az OC;
félegyenesen van, ahol i = 1, 3, 5. Eleve kizarjuk, hogy A-tipust pont egybeessék C-tipust csiccesal, igy az S pontok
egyértelmtien létrejéonnek.
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2. abra

A feladat foltevése tulajdonképpen azt jelenti, hogy az A csticsok koziil csak héarmat valasztottunk szabadon,
a tovabbi harmat mér meghatarozza, hogy Si, S3, S5 egy-egy hosszi atlo egyenesére esik. Példaul A;, Az és Aj
egyértelmtien meghatarozza az egész alakzatot: az A1 As egyenes kimetszi OC1-b6l Si-et, OC3-bol Ss-at, az S3As
egyenes OC5-b6l S5-6t és CyC5-b8l Ay-et, végiil az S1.55 egyenes A5-6t és Ag-ot. Pontosabban: a C1 Ay, CoAg és C3As
szakaszokbol kiszamithatod egyrészt az Ay, As, Ag pontok tavolsaga az illeté hatszogoldal végpontjaitol, mésrészt az
S1, S3, S5 cstucsok tavolsaga O-t6l és az ugyanolyan indext C cstcstol. Ezek utan megkaphatjuk azoknak a pontoknak
az O-t6l mért tavolsagat, ahol az Az Az egyenes az OCy, OCy félegyeneseket metszi, valamint az A4 A5, Ag Ay egyenesek
hasonléan kivalasztott metszéspontjainak O-t6l mért tavolsagait.

2. Tekinthetnénk azonban az alakzatot tgy is, hogy az Sy, S3, S5 pontokat valasztottuk elsének, és e haromszog
oldalai jelolték ki az A; pontokat a szabalyos hatszog keriiletén. Ebben a felfogéasban jobban kihasznalhatjuk a C-
hatszog szimmetriajat. Csak azt fogjuk igazolni, hogy az OC; félegyenesnek Ay Az-mal vald S5 metszéspontja azonos
az AgAi-gyel valoé S3* metszéspontjaval. Mivel a C hatszog az O koriili 120°-o0s elforditassal énmagéba megy at,
masrészt minden egyes A; pont szerepe is ugyanaz az alakzat kiépitésében, mint az A;_o és az A; 1o ponté, azért S5
és 55" azonossagabol az is kovetkezik, hogy az OCy és OCy félegyeneseken is egybeesik 2-2 metszéspont.

Ratériink a tervbe vett szamitas végrehajtasara. Felhasznéljuk, hogy a C-hatszog 2—2 alkalmasan valasztott oldala
pérhuzamos a benniik nem szerepld csticsokat Gsszekots ,,hosszt” atlé egyenesével.

3. Az S5C5 A5 s AsC3 Ay, illetve az S3*CyA; és AgC1A1 hasonld haromszog parokbol:

CyAy - C3A3

C146 - C2 Ay
C3As 7 '

S:Cy =
22 C1 A,

S3*Cy =

Aranyuk kifejezését az alabbi sor szerint alakitjuk:

" S3Cy  Chdy CiAr Csds
SiCy,  ChA; CsAy Cidg

Azt fogjuk belatni, hogy a jobb oldal értéke 1, ez jelenti azt, hogy S™ és S5* egybeesik.

A jobb oldal els6 tényezGje — mint arany — egyenld az OS1/0Ss ardnnyal, mert a Co Ay As és 05357 haromszogek
megfelel§ oldalegyenesei paronként parhuzamosak, ill. egybeesnek, a két haromszog hasonlo. A masodik tényezét a
C1A151 és OS3851, valamint C3A5S3 és 0S1.53 haromszogparok hasonlosaga alapjan alakitjuk tovabb:

ClAl : CgAg =

0S3-C1S; 081 -C3S5  (083\* €1
0S; 08  \0S/) S5

Végiil (1) harmadik tényezGjében a C5A3S3 és OS5Ss, illetve a C1 4651 és 0S557 parok hasonlésaga alapjan

OS5 -C353 085-C151 051 (353
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OgAg : ClAG =

Mindharom tényezé atalakitott kifejezésében csak az S, Ss3, Ss pontoknak az O-t6l, illetve a megfelel§ C;-t6l valo
tavolsagai szerepelnek — ezzel teljesen felhasznaltuk az 515555 haromszog helyzetére vonatkozoé foltevést — és a szorzat
értéke valoban 1. Evvel bebizonyitottuk az allitdsnak Ss-re vonatkozo részét, és ebbdsl — mint el6rebocsatottuk — az
Sy-re, Sg-ra vonatkozo része is kovetkezik.

Az Sy, Ss, Sy pontokroél csak azt hasznaltuk fel, hogy nem esnek egybe O-val és az ugyanolyan indext C-vel, és
hogy olyanok, hogy pl. A; és As kiilonboz6k egymastol, és igy Ca-t6l is sth. Ennélfogva a feladat allitasa minden ilyen
megvalasztast 515355 haromszoghol keletkezett alakzatra is érvényes. (A 2.4bran S5 a C hatszog belsejében van. Az
érdekl6ds szamos méasféle felvételt is kiprobalhat.) Megjegyzés. Erdekes észrevétel az abrakon, hogy az 1j haromszog



oldalai parhuzamosak az els6 haromszog oldalaival, S2.S4 || S551 s i.t. Ez az A3S3 : S555 = C3S3 : OS5 = A3S5: 5155
aranyok egyenlGségébdl kovetkezik. Tobben erre épitették fel bizonyitasukat.

II. megoldas. A feladat allitasat azaltal bizonyitjuk, hogy az dbra valamennyi vonalanak egységes térbeli értel-
mezését adjuk. Els6 meglatasunk az, hogy a szabalyos hatszog oldalainak és szoban forgd hossza atloinak egyiittese
tekinthetd egy kocka Gsszes éle képének — merdleges vetiiletének — egy olyan sikon, amely merglegesen all a kocka egyik
testatlojara. (Méas szoval: a vetités ezzel a testatloval parhuzamosan torténik.)
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3.a dbra

Az a két kockacsucs, amelyik ezt a testatlot meghatarozza, a vetiiletben egybeesik, ez dbrank O pontja. Ha a kockan
a testatlo végpontjait O1-gyel és Oz-vel jeloljiik agy, hogy az O1-bdl kiinduld élek O1C1, O1Cs, O1C5 legyenek, akkor
a kocka egy lapja O1C1C2C5, és az ezzel parhuzamos lapja ugyantgy koriiljarva C5CgO2Cy. A C1C5 ... Cg térbeli
hatsz6g minden egyes oldala kockaél, a sikbeli hatszog pedig a képnek , kontirvonala”. A kocka még hatra levé harom
éle pedig Oz-ben fut Gssze (3/a abra).

A feladatbeli alakzatnak a foltevésben és a bizonyitandé allitasban szereplé 3—3 egyenesét ezek utan tekinthetjiik
egy T sik altal a kocka 6 lapsikjabol kimetszett egyenesek vetiiletének. A sikot meghatarozza barmely olyan 3 pont
az Ay, Ao, ..., Ag, valamint Sy, S3, S5 kozill, amely nem esik egy egyenesbe. Vegyiik ugy, hogy a T sikot az
O1-bdl kifutd élek egyenesein levs Sy, Ss3, S5 pontjaival valasztottuk meg. Ekkor a foltevésbeli S1.53, 5355 és S551
egyenesek T metszésvonalai az O;-ben Gsszefutd lapsikokkal, sorra ezekkel: O1C1C2Cs, O1C3C,Cs és O1C5CsCh,
tovdbba Ay, A, ..., Ag sorra a C1Cs, a C2Cs,. .., a CsCy €l pontja (3/b abra).
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Igy pedig a vizsgilando egyenesek a T siknak a tovabbi 3 kockalappal valé metszésvonalai, hiszen A, és As
Osszekotése a CoC3C40-9 lappal, Ag és Ay Osszekotése a CoC1CgO4 lappal vald metszésvonalat jelenti. E két egyenes
metszéspontja mindkét lapsikban benne van, tehat rajta van az OoCy él egyenesén, ez az Sa, és ez éppen a bizonyitandd
allitas els6 része. Ugyanigy adodik, hogy a tovabbi két metszéspont, Sy, ill. Sg rajta van az OsCy, ill. az O2Cq él
egyenesén.

Ebben a felfogasban az A;As ... Ag hatsz6g szemben fekvs oldaldnak parhuzamos volta abbodl adodik, hogy a
sik a kocka parhuzamos lapsikparjait parhuzamos egyenesekben metszi. Tovabba igy elfajult eseteknek is értelmet
tulajdonithatunk, mint pl. A; = C; = Ag = Sp-nek.

Megjegyzések. 1. Konnyen adodik ezek utan a feladat altalanositasa: centrdlisan szimmetrikus hatszdget venni a
szabéalyos hatszog helyére. A 4. abran O; az a pont, amellyel az O1Cy, O1Cs, O1Cy szakaszok a C1Cs . . . Cg hatszoget
3 paralelogrammara daraboljék, és ennek O-ra valé O, tiikorképével ugyanez igaz az O2C5, O2Cy, O2Cy szakaszokra.
(Itt O a hatsz0g centruma.) Ha az A; As, A3Ay és AgA; egyenesek paronkénti Sy, Ss, S5 metszéspontjai rendre rajta
vannak az O1C4, O1C35, O1C5 egyenesen, akkor az As As, Ay4As, AgA1 egyenesek paronkénti So, Sy, Sg metszéspontjai
rendre az O5C4, O2Cy, O2C¢ egyenesen vannak.
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Az I. megoldas szamitasai szinte betlirdl bettire atvehetSk, mert ott a szabélyossagbol kizarolag bizonyos egyenesek
parhuzamossagat hasznaltuk ki, azok pedig itt is megvannak. (O mellé 1-es indexet kell tenniink.)

A II. megoldas meggondolasa is atvehets. A C1C; ... Cps centrélszimmetrikus hatszog csticsai és a 3-3 paralelog-
rammara oszté O1, Oz pontjai mindig tekinthet6k egy paralelepipedon valamilyen irdnyt parhuzamos vetiiletének,
a tovabbi egyenesek pedig a 6 lapsik és egy alkalmas metsz6 sik metszés vonalai vetiiletének. Itt mar nem is kell
értelmezést adni a vetités iranyara.

2. Eddig csak ,, konnyd” példakat emlitettiink az A-pontok és az S1, S3, S5 pontok egyiittesének (illetve a T siknak)
3 alkalmas képviselGjiik altal valo meghatarozasara. A 4. abrahoz kapcsolédva elmondunk egy kis ,,fogast”, amely célra
vezet abban a ,,nehéz” esetben, ha A;, A3z és As adottak, vagyis testeink harom kitérg élének 1-1 pontja.

Tekintsiik fedSlapnak az O1C1C5Cs lapot és keressiik meg ennek az AsAs egyenesen levé X pontjat. Azt ismerve,
nyilvin az X Ay egyenes metszi ki az Aq, S1, S3 pontokat. Mozgassunk gondolatban 1-1 pontot az alapsikbeli Cy-bél
és As-bol egyenletesen tigy, hogy egyszerre érjenek As-ba, majd tovabb ugyanigy, mig elérik a feddsikot. Igy a két
pont 6sszek6td egyenese dllanddan parhuzamos a CyAs egyenessel, az alap- és a fed@sikkal, tehat egyidejien érkeznek
Cjs-ba, ill. X-be. Eszerint X C3 parhuzamos C4As-tel.

Vannak més nehéz esetek is! Az ilyen X-ek révén emelkedik az S;5;12 tipusi egyenesek ,nevezetes” pontjainak a
szama.



