I. megoldas. E-vel és F-fel az AC, ill. BD &tlo felez6pontjat jeloljiik, ezenfoliil a BC' oldal felezGpontjat G-vel,
az AB és a CD oldalak kozos hosszat pedig 2k-val (1. dbra).
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Ekkor AB De
EG=—=k=— =FG,
2 2

mert itt az elsd és az utolsé hossztsag kozépvonal az ABC, ill. DC B haromszogben. Igy EFG egyenls szart haromszog.
Ez val6di haromszog, mert F és F' egymastol a feladat foltevése alapjan, G-t6l pedig a négyszog konvexsége miatt
kiilonb6z6. (Az A és D csiucsok a BC egyenesnek ugyanazon a partjan vannak, nincsenek rajta BC-n, ennélfogva
ugyanezek érvényesek a felezéssel nyert E és F' pontokra is.)

Eszerint a GE és GF egyenesek egyenls szogeket zarnak be a vizsgalando E'F egyenessel. Mivel pedig GE egyiranya

BA-val és GF a CD-vel, ezért BA és CD is egyenl$ szoget alkotnak FF-fel. Ezt kellett bizonyitanunk.
Bir¢ Jozsef (Bonyhad, Petsfi S. Gimn., IIL o. t.)

Megjegyzések. 1. Akinek a tudataban ott él, hogy két metsz6 egyenes kozott nagysagra nézve altalaban kétféle
sz0g van (egyetlen kivétel a merslegesség, ami éppen ezért kiilonleges eset), az kissé bizonytalannak érzi az allitast.
Valami ilyen kodlik: az FF és AB egyenespar, valamint az EF és C'D par szogei koziil lehet egyenldket dsszevdlogaini.
Pontositani lehet az allitast gy, ha megadjuk a menetiranyt az EF egyenesen pl. E-t6l F felé. Ekkor a négyszog
belsejében levd szogek az egyenes bal oldalan egyenlSk, tehat a jobb oldalan is. (Most méar rajoviink, hogy mashogy
nem is lehet, kiilonben AB és C' D parhuzamosak lennének, ami azt jelentené, hogy ABC' D paralelogramma, vagyis F
és I egybeesnek.)

2. A megoldas gondolatmenetével tigy is bizonyithato az allitas, ha G helyett az AD oldal H felez6pontjat hasznaljuk
fel. Szora sem volna érdemes ez a meglatas, ha nem lehetne valami érdekeset kiolvasni bel6le, elvégre egyel6re csak
arrél van sz6, hogy a kiszemelt AB és C'D oldalak egyenranguak, tehat a tovabbi két oldal, BC és DA is.
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Nos, ha G-t és H-t egyszerre hasznaljuk fel, akkor az EGF H négyszognek mind a négy oldala k, emiatt atloi, £ F
és GH mer6legesek (2. abra). Akkor pedig a merdleges szaru (hegyes-)szogek tétele alapjan a GH egyenes is egyenld
szogeket zar be az AB és C'D oldalak egyeneseivel. Ami érvényes a csicsok A és C, valamint B és D parba dllitdsdra,
az igaz a mdsik, A és D, valamint B és C parba dllitdsra is. (Egy tréfas kifejezés modositasaval: mégiscsak volt haszna,
hogy két agyuval 16ttlink egyetlen verébre.)

3. Miért szerepel a szovegben a ,konvex” sz6? Mert az iskolaban alig jut id6 nem konvex idomok ,igényes” vizsgala-
tara. (A konvex idom foldbirtokra emlékeztet; még a konkav is, de hurkolt négyszog mar nem.) A megszokas hatasara
a legtobb bekiilds akkor is csak konvex négyszoggel foglalkozna, ha ez a megszoritds nem szerepelne a szévegben.
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Nézziik meg hat, mi lesz, ha 1-2. abrainkon C és D bettizését folcseréljiik, tehat ABC D(A) hurkolt négyszog (3.
abra). (A kiindul6 4 pont kolcsénos helyzete ugyanaz.) Most lesz jo, hogy mar el6bb nem egyediil G-t vettiik segitségiil,
hanem H-t is: a rombusz csicsai ugyanazok, csupan E és F' az el6bbi H és G helyén adodnak — és viszont. Tehat az
allitas hurkolt négyszogre is érvényes. (Vazoljon fel az olvasé nem hurkolt, konkav esetet is!)

4. Lehetne bizonyitani az allitast vektorokkal is, kihasznalva, hogy ﬁ nem 0-vektor. Kideriil, hogy a bizonyitas
nem hasznalta ki a négyszog konvex voltat. (A vektor-modszer még megfogalmazni is nehézkesen tudné ezt a tényt.)

Inkabb arra lenne jo ez a bizonyitas, hogy az éppen frissen megismert vektorokkal megbaratkoztasson.

5. Igy ,felvértezve” fogadja az olvasé a kivetkezd koordinata-geometriai megoldast is! E mellé tudatosan nem adunk
dbrdt. Az abrak tulajdonképpen csak a tanulds idGszakira valok — hacsak nem konkrét helyzetet vizsgalod feladatrol
van szo.

II. megoldas. A foltevés folytan az AB és CD egyenesek nem parhuzamosak, hiszen kiilénben az A, B, C, D
pontnégyes konvex burka paralelogramma volna: AB parhuzamos C' D-vel, és igy vagy az lenne, hogy F, F azonosak,
vagy (hurkolt esetben) az EF egyenes parhuzamos lenne AB-vel, C D-vel.

Jeloljiik pontjaink koordinatait a megvélasztandé koordinata-rendszerben méar elére igy:

A(alu a/2)7 B(blu b2)7 C(Cla 02)7 D(dlu d2)7 E(elu 62)7 F(flu f2)7



tehat b d
ei:—algcz és fi= it Loi=1, 2.

Valasszuk a derékszogi rendszer z-tengelyét tgy, hogy az AB, C'D oldalak ezen levs vetiiletei egyenlSk legyenek:

(1) b1 — a1| = |d1 — cal.

Ez azt jelenti, hogy az AB, C'D egyeneseknek az z-tengellyel bezart hegyes szoge egyenls (az el6bbiek szerint ugyanis
az x-tengely nem lehet parhuzamos egyikiikkel sem). A tavolsagnak koordinatakkal valo \/(zo — 21)2 + (y2 — y1)2
kifejezése, az AB = C'D folteves, valamint (1) alapjan az y-tengelyre valo vetiiletek is egyenldk:

(2) by — as| = |d2 — 2],

tehat AB-nek és C'D-nek az y-tengellyel bezart hegyes szogei is egyenldk.
Ha marmost (1)-ben az abszolatérték-jelekben allo kiilonbségek elGjele ellentétes:

by —a; =c1 —dy, vagyis by +dy =a1 +cq,

tehat fi; = eq, akkor azt kaptuk, hogy az E'F egyenes mer6leges az z-tengelyre, parhuzamos az y-tengellyel, ennélfogva
az allitas igaz.

Ha pedig (1) felbontéasa igy alakul:
(La) b1 —a1 =dy — e,
akkor (2) felbontasa csak a kovetkezo lehet:
(2&) bg — as = —(dz — 02),
ugyanis a megegyez6 elGjeli megvalasztas (1a)-val egyiitt azt jelentené, hogy AB parhuzamos C D-vel, amit kizartunk.

Méarmost (2a)-bol
bo+dy = as + ¢, azaz f2 = eg,

tehat E'F az x-tengellyel parhuzamos, az allitas valtozatlanul igaz. A bizonyitast befejestiik.



