Elozetes megjegyzés. Jobban fejezziik ki a dolgozatok tartalmat, ,miifajat’, ha a szokdsos —és kissé sablonos —
y,megoldas” sz6 helyett ezuttal mast hasznalunk. Mindig célszerd mérlegelni, hogy rokon értelmd szavak koziil melyik
a talalobb.

I. hozzaszolas. A javaslat nem szab ki feltételt a haromszogre, igy az egyarant lehetne hegyes-, derék- és tompa-
sz0gl is. Viszont a derékszogi haromszogeket , kapasbol” kizarhatjuk, hiszen azokban M azonos a derékszog csticsaval,
tehat valamelyik nevez6 0. Tovabba ,bels6 szemlélet” utjan latjuk, hogy ,nagyon lapos” haromszogekben M mindegyik
csucstol messzebb van, mint a megfelels oldal (1. abra), tehat (1) bal oldala az 1+1+1 = 3 értéket sem éri el. Egyszeri
szampélda is mutatja, hogy (1) nem érvényes, ha v = ACB< = 120° és CA = CB, pl. = 1, amikor a = 8 = 30°, az
M AB haromszdg szabalyos, és a bal oldal értéke 5/v/3 < 3v/3 (2. abra).
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1. dbra

1986-03-104-2.eps

2. dabra

Megmutatjuk viszont, hogy (1) minden hegyesszgii haromszogre érvényes. Ilyenkor M a haromszog belsejében
van, a haromszog teriilete egyenl az M BC, MCA, M AB haromszogek teriiletének 6sszegével (3. dbra).
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3. dbra
A teriiletek 2-szeresét véve, a meréleges szaru szogek tétele alapjan
cbsin a = MB - MC sin (180° — a) + MC - M A sin (180° — 8) + M A - M B sin (180° — 7).
Szorozzuk mindkét oldalt a-val, osszuk MA- M B - MC -sin a-val (ami # 0) és alkalmazzuk a szinusztételt:

abc _a n b n c
MA-MB-MC MA MB MC’

(2)

A jobb oldal tagjai pozitivak, ezért a szamtani és a mértani kozepek kozti egyenlGtlenség alapjan

3) 1 a n b n c >€/ abe
3\MA MB MC)~=VMA -MB-MC’

és a jobb oldalon raismeriink (2) bal oldalanak kobgyokére. Mivel kisebb szamnak a kobe kisebb, (2) és (3) alapjan

1 a n b n c \° a n b n c
27\ MA MB MC) — MA MB MC’
Masrészt nagyobb pozitiv szam négyzetgyoke nagyobb, igy (osztés utén)

1 a+b+c>1
3vV3\MA MB MC) ="

ami ekvivalens az (1)-beli allitassal. Ezt akartuk igazolni.

Ezek szerint a feladat allitasat finomitani kellene, pl. igy: ,hegyessz6gi haromszogekre igazoljuk az (1) egyenl6t-
lenséget”.

I1. hozzaszoélas. Elesebben hatarozhatjuk meg (1) érvényességi korét, ha a szogekkel kapcsolatos értelmezést
adunk a bal oldal hanyadosaira. A jeloléseket tgy valasztjuk, hogy a < b < ¢ legyen, igy a £ 8 < v, tehat o és 3
mindenesetre hegyesszogek.
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4. dbra



A CRB és ARM derékszogi haromszogek hasonlosagabol
CB a CR ¢ 3 B
A - MA - AR 8@ ugyanigy W—tgﬂ
és ha v < 90° (L. eset, 3. abra), akkor ¢/MC = tg v. Ha pedig v > 90° (II. eset, 4. abra), akkor az ABP, MCP
haromszogpar hasonlésagabol
c AB AP
MC MC MP
(ami egyébként tg v abszolat értéke).
Ismeretes, hogy — a derékszogl haromszogek kivételével — minden haromszogben a szogek tangenseinek Gsszege és
szorzata egyenls:

=tg PM A< = tg (180° — ACB<) = tg (a+ ).

tga+tg B+tgy=tgatg ftgy.

Az 1. esetben mindharom tangens pozitiv, és fbl’ismerjiik, hogy a bal oldal az A szamtani kozepiik 3-szorosa, a jobb
oldal pedig a G mértani kozepiik kobe: 34 = G*. Amde tudjuk, hogy A > G, igy A% > G® = 34, ebb6l A = /3, ami
azonos a kérdéses allitassal, ha azt 3-mal osztjuk.

A II. esetben (1) igy alakul

(4) tg a+tg B8+ tg (a+ ) = 33,

és akkor o+ < 90°, igy a bal oldali tagok éppen novekvSen vannak rendezve. Belatjuk, hogy a harmadik tag nagyobb,
mint az elsé kettének az Osszege:

(5) tg(a+6)=%>tga+tgﬁ.
Valéban, 5 < 90° —a és igy 0 < tg o tg B < tg - tg (90° — a) = 1, tehét a nevezdre teljesiil
0<l—-tgatg <l
Mérmost (5) alapjan minden olyan (tompaszogii) hdromszdg ellenpélda az éllitasra, amelyben
tg a+tg B+ tg (a+ B) < 2tg (a+ B) < 3V3,

3v3
o+ B < arc tg T\f < 69°(~ 68,948 275°),

vagyis amelyben v > 111° (radianrol mindjart atszamitottuk fokra a szbget). Kovetkezs becslésiink alapjan viszont
olyan tompaszogi haromszogeket jellemezhetiink, amelyekre teljesiil (1).
Bebizonyitjuk a kdvetkezs egyenl6tlenséget:

(6) tg a +tg B > 2tg #

Legyen roviden « + 8 = z, igy 8 = = — «, felhasznéljuk tovabbé, hogy
2tg %

7 tgr = ——2—.

(7) ST tg?2

A bal és a jobb oldal kiilonbségét igy alakitjuk:

x tg z —tg « x
t t — —2tg = =+t — —  —2tg — =
gatiteg(v—a) g2 goH_l—l—tg:Etga g2
2tg =
t &3
- BT tg2a+1——2—2tg£tga
l+tgzrtga tg @ 2

2
Mivel a zéaréjelbeli tort (7) szerint 1 — tgzg, azért a zarojel (tg o —tg g) 2 0, masrészt a kiemelt tényezs is pozitiv.
Ezzel bebizonyitottuk (6)-ot és azt is latjuk, hogy egyenl6ség csak o = /2 = 8 esetén all be.
Ha tehat ugy valasztjuk (a + §)-t, hogy (4) helyén még az erGsebb

2tg QT—FB—th (a+6) = 3V3
egyenl6tlenség is teljesiiljon, akkor az ilyen haromszogekre érvényes az allitas. Tablazat hasznélata nélkiil belathato,
hogy ez a + 8 > 75° (azaz v < 105°) esetén mindig teljesiil, ui. tg 75° = 2 + V3 és tg 37,5° = (V3 — V2)(V2 + 1),
ezekkel a két oldal kiilonbsége 2(vV6 — V2 — 1) > 0, hiszen 6 > (v/2 4+ 1)? = 3 + V/8, — tovabba a tangensfiiggvény a
(0,90°) intervallumban monoton né.
Tehat azt kaptuk, hogy a feladat allitdsa mindig teljesiil, ha a haromszog legnagyobb szdge legfeljebb 105° (és nem
derékszog), és biztosan nem teljesiil, ha a legnagyobb szog legalabb 112°.



