Jelolje @ a térnek azt a pontjat, amelyet a tetraéder lapsikjaira tiikroziink. Lassuk el a tetraéder lapsikjait sor-
szammal, és @Q; jelentse a Q-nak az i-edik lap sikjara vonatkozo tiikorképét (i = 1, 2, 3, 4). Ha a tiikorképek mind
kiilonb6z6k és nem esnek egy sikba, akkor valoban meghatéaroznak egy gombot. (A feladat szovegét ugy értelmezziik,
hogy mindez teljestil.)

Ez mas szoval azt jelenti, hogy @ nem illeszkedik egyidejiileg tobb lapsikra, tovabba nincs rajta a tetraéder koriilirt
gémbjén sem. Ha ugyanis a pont a tetraéder valamelyik élegyenesére illeszkedik, akkor a kiilonb6z6 tiikkdrképek szama
4-nél kevesebb, masfeldl egy ismert tétel szerint egy pontot egy tetraéder lapsikjaira tiikrozve a tiikorképek egy sikba
esnek, ha az eredeti pont rajta van a tetraéder koriilirt gombjén. Minden maés esetben 4 kiilonb6z6 tiikorképet kapunk,
amelyek nem esnek egy sikba. Mivel az altalunk meghatarozott gébmb kézéppontja P, sugara pedig r, azért PQ; = r
(i=1,2,3,4).

Ha most a P pontot tiikkrozziik a tetraéder lapsikjaira, akkor a P; pontokat kapjuk. Mivel P; és (); az ugyanarra a
lapsikra vonatkozoé tiikrozéssel keletkeznek P-bdl, illetve Q-bdl, igy a P;Q szakasz a PQ); szakasznak az i-edik lapsikra
vonatkozé tiikorképe. Ez azt jelenti, hogy

PQ=PQ; (i=1,2,3,4).

A PQ); szakaszok hossza az el6z6ek szerint r-rel egyenld, ezért a P; pontok is egy r sugart gébmbon vannak rajta,
amelynek koézéppontja Q.

Megjegyzés. A feladat kittizésekor szandékunk szerint ennek bizonyitasat kértiik. A dolgozatokbol az deriilt ki, hogy a
bekiildsk igy is fogtak fel a feladatot. Latnunk kell azonban, hogy nyitva maradt az a kérdés, hogy P tiikorképei egyaltalan
meghataroznak-e gdmbot, ahogyan az ,,1j gomb” kifejezés sugallja. P tiikkorképei kozott lehetnek ugyanis egybeestk, de e nélkiil
is eshetnek egy sikba. El6fordulhat tehat, hogy nincs ,,tij gomb”, hanem a tiikkorképekre illeszked6 sik (sikok), valamint gdmbok
végtelen sokasaga jon létre, amelyek kozott talalhatoé r sugard is.

Nem volna érdektelen annak elemzése, hogy ez pontosan mikor kévetkezik be. Ezt most nem végezziik el, csupan egy fontos
specialis esetet emlitiink, amely szemlélteti az itt leirtakat.

Q@ pontnak valasszuk a tetraéder egyik lapjanak belsé pontjat. A Q; pontok ekkor mind kiilonbozdk és nincsenek egy sikban.
Az altaluk meghatarozott gémb P kézéppontja a tetraédernek éppen a () pontot tartalmazoé lapjaval szemkozti cstcsa. Ily
moddon a P tiikorképei koziil harom egybeesik, azaz minddssze két kiilonb6z6 P; pontunk van.



