I. megoldas. Legyen n = 2™ (m pozitiv egész) és 2 < k < 2™ — 1 egész. Ekkor

n\ (2™ 2m@m—1)... (2" —k41)
g WEWE -
Camo9m (k1) 2m — (k—2) om _q
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Ez a szam biztosan egész. Egyszertsitsiik gondolatban a tortet tgy, hogy elGszor a ketté hatvanyaival osszunk! Ha [
2m —1

paratlan, akkor 2™ —[ is paratlan, és igy 7

-nek sem a szamlal6jaban, sem pedig a nevez§jében nincs 2-es tényezs.
2m—2 2m—6 2™ —10

2m —2 2™ —6,2"™ —10, ... paros, de néggyel nem oszthato, igy 5 g 10

2-vel valo egyszertisités
utan rendre két paratlan szam hényadosa lesz.
~ Altaléban is igaz, hogy ha 1 =1 < 2™, akkor [ és 2™ — [ kettének ugyanazzal a hatvanyaval oszthat6. (Ha ugyanis
2" osztja l-et, akkor [ < 2™ miatt 2° < 2™ tehat i < m, s igy 2° osztja 2™-et is, tehat (27" —I)-et is. Ha pedig 2' osztja
(2™ — 1)-et, akkor osztja 2™ — (2™ —[) = l-et is.)
A

l
feltéve, hogy 1 <1 < 2™. (1) jobb oldalan igy a

tort tehat altalaban is egyszertisithets gy, hogy a szamlaléban és a nevezében is paratlan szam maradjon,
2m —(k—1) 2™ — (k —2) 2m — 1

— g o
szam hanyadosava egyszerisithets (1 < k—1 < 2™). Végiil 1 < k < 2™ miatt k biztosan kettének m-nél kisebb kitevsji
hatvanyaval oszthato, tehat a 2™ /k tort egyszertsitése utan a szamlaloban marad legalabb egy 2-es tényez6. Vagyis

tortek mindegyike két paratlan

k
pedig paros.
Folytassuk az egyszeriisitést a 2-nél nagyobb primek megfelel6 hatvanyaval! Miutan 2-vel a tovabbiakban méar nem

osztunk, az eredményiil kapott egész szam paros.
m
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Megmutattuk tehat, hogy i biztosan paros, ha 2 < k < 2™,

m
( >—ban 2 < k < 2™ esetén kettd minden lehetséges hatvanyaval egyszeriisitve a nevez6 paratlan lesz, a szamlalo

2m 2m
k =1 esetben ( i > = ( ] ) = 2™ nyilvan paros. Ezzel az allitast belattuk.

k
nem paros. Ha m nem kettShatvany, akkor a szamelmélet alaptétele szerint n = 2™ p alakba irhat6, ahol m > 0, p
pedig 1-nél nagyobb paratlan szam. Ha most k = 2™, akkor

Bebizonyitjuk, hogy az allitas forditottja is igaz: ha n nem kettGhatvany, akkor van olyan 1 < k < n, amelyre (n>

@) (n)z(2m-p):2m-p-(2m-p—1)-...-(2m-p—2m+1):
k om om . (2m —1)-...-1
Com.p gm.p_1 om .y — | 9m . p—2m 41
Togm gm_p U gm_ U1

Most azt hasznaljuk fel, hogy 2™ p — [ és 2™ — [ torzstényezss felbontasaban a 2 ugyanazon hatvanyon fordul eld, ha
0 £1 < 2™ Ez az |l = 0 esetben nyilvanvalo; hisz a p paratlan. A megoldas els6 felében lattuk, hogy I és 2™ — I
2-nek ugyanazzal a hatvanyéval oszthatok. Megmutatjuk, hogy 2™ p — | primtényezss felbontasaban is ez a 2-hatvany
szerepel.

Ha 2°|1, akkor 2 < 2™ és igy 2°|2™, tehat 2°|2™ —1 és 2°|2™ p— 1. Megforditva, ha 2°|2™ p—1, akkor i < m. Ellenkez6
esetben ugyanis 2™[2™ p — [ és ebbél 2™ |l kovetkezne, ami 0 < [ < 2™ miatt nem lehet. Igy viszont 2¢[2™ p — I-bsl
2¢]2™ p miatt valéban 2°| adodik.

2m.p—1
Azt kaptuk, hogy (2)-ben a Wip tortek mindegyike paratlan szamok hanyadosava egyszertsithets, és mivel a
-1

n n
tortek szorzata, ( ) egész, ebben az esetben (

k k

II. megoldas. A binomialis egyiitthatok kombinatorikai jelentését hasznaljuk ki a megoldasban. El6szor m-re

) paratlan.

2m
vonatkozo teljes indukcidval megmutatjuk, hogy ha 1 < k < 2™, akkor < i ) paros. Ha m = 0, akkor az allitas iires,

1

2
ha pedig m = 1, akkor csak k = 1 johet szoba és (

1) = 2 paros.

27+1
2711 elemt A halmazbol k elem. Osszuk A-t két egyenls elemszami, 27 elemt A; és Ay halmazra !

Tekintsiik most a ( ) szamot (1 < k < 27 +1). Ez azt mutatja meg, hogy hanyféleképpen valaszthato ki egy



27
A-bol gy valaszthatunk ki k elemet, hogy A;-b6l 0, As-bdl pedig k elemet valasztunk ki — ez Gsszesen <0) .

27 27
<k> = <k)—féleképpen tehets me — és altalaban, A;-bdl @ darabot, As-bol pedig (k — i) darabot — ami dsszesen

27 27
( ; > . <k B z> -féleképpen lehetséges. Azt kapjuk, hogy

o =) ) () () () e () ()

27 27
A fenti egyenl@ség jobb oldalan az elsé és az utolséd tag egyenls, dsszegiik tehat paros. Minden tovabbi < . ) ( i )
i —1

szorzatban i és k — i pozitiv és mivel 6sszegiik kisebb 297 1-nél, legalabb egyikiik kisebb, mint 2/. A szorzatnak ez a
tényezGje igy az indukcios feltevés szerint paros, és igy (3) jobb oldalan paros szam all.

Az allitas megforditasanak bizonyitasahoz tegyiik most fel, hogy az n nem 2-hatvany, és legyen 2% az n-nél kisebb
2-hatvanyok legnagyobbika. Ekkor n = 2% 47, ahol 0 < r < 2F,

n
Azt allitjuk, hogy paratlan. Az els6 rész bizonyitdsdhoz hasonldéan osszuk most az n elemd A halmazt egy
r

2F elemi A; és egy 7 elemd A, részre, majd csoportositsuk az A halmaz r elemd részhalmazait aszerint, hogy hany
As-beli elemet tartalmaznak. Igy a (3)-hoz hasonléan kapjuk, hogy

g () =06 )+ () ()6)

A fenti Gsszeg els6 tagja 1 — ez annak felel meg, hogy az r elem mindegyike az As halmazbol valé — a tovabbi tagok
k

2
els6 tényezGje pedig < >, ahol 0 < i < 2, ami az allitas elsG része szerint paros. Ez azt jelenti, hogy ebben az esetben

n\
( ) pératlan.
r

n n n
Megjegyzések. 1. Ismeretes, hogy n! primtényezds felbontasaban a 2 kitevéje s(n) = [5] + [ﬁ] +...+ [2—k] +...

n n n 1 1 1 1
Ha most 2™ < n < 2™T! akkor s(n) = [—] + {—} +...+ [2—m] Sn<——|——+...—|——> —n<1—2—m> <n-—1,és

2 4 2 4 2m
egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha n = 2
2m 2m)!
Ez azt jelenti, hogy a < I ) = k'(;mi)k)' tort szamlalojanak primtényezés felbontasaban 2™ — 1, a nevezdben

pedig legfeljebb (2™ — k — 1) + (k — 1) = 2™ — 2 darab kettSs tényezs szerepel, igy az allitas els6 felének utjabb
bizonyitésat kapjuk.

2. A feladat allitasa igaz marad, ha a 2 helyére tetsz6leges p primszamot irunk.

3. A feladat kapcsolatban all a tavalyi Kiirschak-verseny 1. feladataval. A megoldasokat lasd a kovetkezd cikkben:
Surdnyi Janos: Az 1984. évi Kiirschdk Jozsef matematikai tanuloverseny feladatainak megolddsa KML 35 (1985) 51.
oldal.

'Ha k > n, akkor megallapodas szerint (:) =0.



