I. megoldas. Valasszuk a koordinata-rendszer = és y tengelyének a BD, ill. AC atl egyenesét és jeloljik az elss
hat pont koordinatait az alabbiak szerint:

A(0, a), B(b, 0), C(0, ¢), D(d, 0), U(0, u), V(v, 0).
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A P pont (zp, yp) koordinatait az AP : BP = X\ # 0 (elGjeles) arannyal fejezziik ki a-bol és b-b6l. Ezen az tton
csak a P = A, valamint P = B eset nem jellemezhetd, erre viszont az allitds ugyis semmitmondo.

Azt is tiistént kimondjuk, hogy pontjaink b, d, v abszcisszai, valamint az a, ¢, u ordinatak is paronként kiilénboznek
egymastol és 0-tol.

Amig P az A-t6l B-ig halad, A = AP : BP n6vekedve minden pozitiv értéket folvesz, a B-n tili meghosszabbitason
PB < 0és AP > |PB|, ezért minden A < —1 értéken atfut, AB-nek A-n tuli meghosszabbitasan pedig AP < 0 és
|AP| < PB, végiil is minden —1 < A < 0 érték kiadodik. A = —1 az AB egyenes végtelen tavoli (idealis) pontjat adna
P szamara. Konnyd belatni, hogy az allitas olyankor is igaz.

A X ardny PA-nak és PB-nek a tengelyeken levs vetiileteiben is megmarad:

zp:(b—xp)=A

és
(yp —a): (=yp) = A,
innen
A b 1
rp = —— = —a.
PETANT P T T
Marmost a PU egyenes irdnytangense, majd egyenlete abbdl, hogy atmegy U-n:
1
1+)\a_u:a—(1—|—/\)u B :a—(l—l—)\)u'x
A b Ab ’ Ab
14+ A
Hasonléan a BC' egyenes egyenlete y — ¢ = —gaz, és ezekbdl @ koordinatéi:
- Ab(u — ¢) B c(u—a)
T w—a)+Au—c)’ yQ_(u—a)—l—)\(u—c)'

Hasonléan a PV, illetve AD egyenes egyenlete, majd S koordinatai:

v= v—|—/\_(v—b)(gc_v)7
Y= —g(iﬂ—d),
Ad(v — b) a(v—d)

ST aw—b) T w—d+rav-b)

Miel6tt tovabbmennénk, ramutatunk az alakzatban mutatkozoé szerepek szimmetridjara. Az OP tengelyhez” képest
szimmetrikus szerepeket jatszanak a kdvetkezs pontparok:

Aés B, CésD, UeésV, Q@QésS,

tovabbé az x és y koordinatatengelyek, ezeknek megfelelGen a koordinatak pérjai is, végiil ezzel a ,szereptiikrozéssel”

AP ) BP 1
A= 7B helyére AN jut.
Valéban, z¢ ilyen értelemben vett ,pérja”
1
Xa(v—d) 7 a(v—d) 7
1 _(v—d)—i-)\(v—b)_ys’

(v =b) + (v~ d)

és ugyanigy yq és zgs kifejezései is egymésba mennek at.



Hozzatessziik: ebben a szimmetridban a C'D egyenes megfelelgje DC', vagyis énmaga. Ekkor a feladat allitasat igy
is kimondhatjuk: a QV és C'D egyenesek metszéspontja azonos az SU és DC egyenesek metszéspontjaval. Ehhez most
mér elég lesz kiszamitani QV és C'D metszéspontjat, majd megnézni, hogy véve az eléz6k szerinti parjat, azaz SU és
DC metszéspontjat, a két pont azonos-e egymassal.

Jeloljiik C'D-nek QV-n és SU-n levs pontjat R-rel, ill. R*-gal.

QV iranytangense céljara abszcisszaik kiilonbsége igy alakithato:

Ab(u —¢) —v(u—a) — d(u—c) v(iu—a)+ v —=">b)(u—c)

ToTv= (u—a)+ Au—rc) T (u—a)+Au—c)
tehat QV egyenlete:
c(u—a
v= x;%v(x—v) - _v(u—a)—i—()\(v—)b)(u—c)(x_v)'
A CD egyenes egyenlete:
y= —g(l‘ —d),

tehét
oq— Ad(u — ¢)(v — b)
(u—a)(v—d)+ AMu—c)(v—10)’
. c(u—a)(v—d) '
(u—a)(v—d)+ Au—c)(v—=2>)

Kiszamitjuk xr-b6l yr«-ot a fentebb mondott ,tiikrozéssel”

1
Xc(v—d)(u—a) |
(v=>)(u—c)+ l(v —d)(u—a)

A
ez pedig azonos yr kifejezésével. Ezzel az allitast bebizonyitottnak tekintjiik.

II. megoldas. Segédtételiil felhasznaljuk Menelaosz-tételét: ha az EFG haromszog FG, GE és EF oldalegyenesein
levé Eq, ill. Fy, ill. Gy pontokra fennall a kovetkezs egyenlGség:

FFE,-GF,-EG, =—-E,G- FAE -G1F,

akkor az F1, Fi, GG1 pontok egy egyenesen vannak. A tétel megforditasa is igaz.
A szakaszok elGjellel egyiitt értenddk, pozitivnak véve pl. az FE, F, G koriiljaras irényét. A segédtételt alkalmazva
az 1. megoldas jeloléseivel a BC'A haromszogre és az egy egyenesen sorakozo U, P, () pontokra:

(1.1) BQ _ _UA-PB
' QC  CU-AP’

a BC'D héaromszogre és az R, V, @ pontokra, majd beirva (1.1) eredményét:

DR DV BQ UA PB DV

1.2 =2 = _ 8 2 27
(1.2) RC VB QC CU AP VB’
tovabba az ADB héaromszogre és a V, P, S pontokra (vagyis az (1.1) eset haromszoge és egyenese helyére a ,tiikorkeé-

peket” véve):

AS VB-PA
(2.1) SD DV .BP’

Mia megforditast igazoljuk a parhuzamos szel6k tételeinek kétszeri alkalmazasaval: ha egy e egyenes az oldalegyeneseket az 1-es indexti
pontokban metszi, akkor fennall 3 — 3 szakaszbol képezett szorzatok kozti egyenléség, a jobb oldalt ellentett jellel véve.
Huzzuk meg G-n 4t az e-vel parhuzamos egyenest és jeloljiik EF-fel valé metszéspontjat H-val.
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Ekkor

HGq _ % 6 EGq _ @
GiF  E\F Gi1H FG’
amibdl, egyes szakaszokat (—1)-gyel szorozva és egyben iranyukat megforditva
—FE, -HGy = —FE7\G - G1F,
—GF-EG1 =+HG1-F1E,

végiil szorzassal, egyszertsitéssel az allitast kapjuk. — Akkor is érvényes az egyenléség, ha e dtmegy valamelyik cstcson.



végiil ugyanigy az ADC haromszogre és az R*, U, S pontokra:
CrR* CU AS VB PA CU

"D UA SD "DV BP UA

(2.2)

Az utébbi két sor eredménye is kiadodik tiikrozéssel az el6bbi két sor eredményeibdl.
Ezek szerint, kell§ dtrendezést végezve
DR* DR
R*C RC’
tehat R* azonos R-rel; ezzel a bizonyitast befejeztiik.
Itt nem haszndltuk ki, hogy AC és BD merélegesek egymasra, ennélfogva ez a rész a feladat foltevéseibdl elhagyhato.

III. megoldas. Itt sem hasznaljuk ki AC' és BD mer6leges voltat. Ha a P = A, Q = B, U =C é V =D
egyenlGségek koziil egy vagy tobb teljesiil, akkor vagy nincs értelme a keresett metszéspontnak, vagy az trividlisan C,
illetve D. Ha U = V, akkor a két egyenes egybeesik. Elég tehat azt az esetet vizsgalni, amikor ezek nem allnak fenn.

Segitségiil vesziink olyan Ay, By, C7 és D; nem egy sikba esé pontokat, amelyeknek merGleges vetiilete a feladat
sikjara sorra A, B, C és D. Legyen P, az A1By; Uy az A1Cq; és Vi a B1 Dy egyenes azon pontja, amelynek vetiilete
P, U, illetve V. Py By és U;Cy egyenesek Aj-ben metszik egymést, tehat egy sikban van ez a négy pont, és igy P1U;
és B1C1 egyenes is egy sikban van. Nem parhuzamosak, mert vetiileteik @-ban metszik egymést. Ezért van egy (1
metszéspontjuk, és ennek vetiilete (). — Hasonléan lathato, hogy D1Vy, A1 P egy sikban van, azaz A1D; és PV
metszi egymast S1-ben, amelynek S a vetiilete.
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Elég lenne belatni, hogy az S1U;, Q1V1 és D1Cy egyenesek egy ponton mennek at, mert akkor ez igaz a vetiileteikre
is. ElGszor is belatom, hogy paronként egy sikban vannak, de nincs mind egy sikban. Valéban, C;U; és D1Cy benne
van A1D1 és A1C1 sikjaban, SlUl és lel benne van P1U1 és P1V1 sikjaban, lel és chl pedig benne van DlBl
és C1B; sikjaban (harom pont mindig egy sikban van). De ha mind egy sikban lennének, akkor ebben lenne a Q1C4
egyenes Bj pontja és az S1D; egyenes A; pontja is, csakhogy Ay, Bi, C1, D1 nem voltak egy sikban. Elég tehat
belatni, hogy 3 egyenes, e, f, g koziil; ha barmely ketts egy sikban van, akkor egysikiak, parhuzamosak, vagy egy
ponton mennek at. Ekkor ugyanis a vetiiletek, CD, SU, QV vagy mind parhuzamosak, vagy létezik a metszéspont,
és rajta van C'D-n.

Legyen e, f, g harom ilyen egyenes! Ekkor barmely kett$ vagy metszi egymaést, vagy parhuzamos. Harom eset van:
a) mind parhuzamos, b) kett6 parhuzamos, a harmadik metszi 6ket, de ekkor benne van a sikjukban, c¢) paronként
metszik egymast. Igy vagy egy haromszog oldalegyenesei, tehat egysiknak, vagy a hirom metszéspont egybeesik, és
ezen a ponton megy at mindharom egyenes. — Ezzel a megoldast befejeztiik.

Megjegyzés: A feladat lényegében ekvivalens Desargues tételével: ha két haromszog olyan helyzetd (a sikban vagy
a térben), hogy egy-egy megfelel§ szogpontjukat Osszekots egyenesek egy ponton mennek at (vagy ha a 3 egyenes
parhuzamos egymassal), akkor a megfelel§ oldalegyenesek metszéspontjai egy egyenesen vannak. A tétel megforditasa
isigaz, nalunk: a CQU és DV S haromszogek megfelels oldalegyenesparjainak metszéspontjai B, P, A, ezért a megfelels
csucsparok Osszekots egyenesei R-ben metszik egymast.



