Legyen az adott pont P, és a haromszog szokésos jelolései mellett z, y, z rendre a BC' = a, CA = b, AB = ¢
oldaltél mért tavolsag. A bizonyitanddval ekvivalens egyenlGtlenséget kapunk négyzetre emelés utjan. Ebben a bal
oldal tagjait kéttényezss szorzatokka alakitjuk:
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Vr=+ar - —= si. t.,
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ekkor alkalmazhatjuk ra (n = 3 megvalasztéassal) az an. Cauchy-Bunjakovszkij-féle egyenl(ﬁtlenségetEl
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(2) (ax \/E+ Y \/5+ cz \/E) < (azx + y—i—cz)(a—i—b-i-C)
Ha (2) jobb oldalat irjuk (1) négyzetének bal oldala helyére, 4j kérdésiink ez lesz: igaz-e még a kovetkezd is:
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(3) (azx + y—i—cz)(a—i—b—i-C)_ 5

Az els6 zardjel az ABC haromszog teriiletének a 2-szerese, fiiggetlen P megvalasztésatol — és ez még akkor is igaz, ha P

valamelyik oldalszakasz bels6 pontja — , tehat ismert Osszefliggeés alapjan egyenls abc/2r-rel. Ezt beirva és atszorozva,
a kovetkez6t akarjuk bizonyitani:
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abe (— + -+ —) =bc+ca—+ab< 91‘2,
a b ¢
ez pedig az a = 2r sin « s i. t. Osszefiiggések alapjan a kovetkezdvel ekvivalens:
. . . . . . 9
sin « sin B +sin B sin y4+sin v sin a < T
Alkalmazzuk e szorzatokra a kovetkezd azonossagot, amely az addicié tételekbdl kovetkezik:

2 sin u sin v = cos (u — v) — cos (u + v) = cos (u —v) + cos (180° — u — v),
4) cos (a«— B) +cos (8 —) +cos (y—a) +cos a+cos B+ cos v<9/2.

Az els6 harom tag mindegyike helyére 1-et irva a bal oldal nem cstkken. Ha tehat igazoljuk, hogy
3
(5) cos o+ cos [+ cos ygi,

evvel (1)-et is igazoltuk. Mar most (5) bal oldala ismert azonossagok alkalmazésaval
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Kiilénben is (5)-ben egyezs szerepe volt a harom szognek. Ekkor a = b = ¢, és (4)-ben, (3)-ban is egyenlSség érvényes.

Mindezek szerint az (1) &llitas helyes. Ha a haromszog szabélyos és vax : va = /by : Vb = ez : /e, vagyis
x =y = z, tehat P a haromszog kozéppontja, akkor (1) két oldala egyenls. Mas esetben nem &llhat egyenlGség.

Az utols6 becslésben akkor &ll egyenlGség, ha o = 60°, de ez [-ra és y-ra is értendd, hiszen ekkor lesz cos

Megjegyzések. 1. A harom =z, y, z tavolsagrol és a haromszogrdl tulajdonképpen csak azt hasznaltuk fel, hogy
ax + by +cz = 2t. Ez a derékszogl és a tompaszogl haromszogek belsé P pontjaira is érvényes, az z, y, 2z tavolsagokat
természetesen az oldalak egyeneseitsl értve. Nem arrol van tehét szo, hogy (1) csak hegyesszogi haromszogekre volna
érvényes. Gondolva arra, hogy tompaszdgli haromszog koriilirt korének sugara sokszorosa is lehet még a legnagyobb ol-
dalnak is, ezzel a nyomatékkal is mondhatnéank: 1) még hegyesszogi haromszogekben is érvényes, pedig ott ,nehezebb”.

2. Pfeil Tamds (Dunatjvaros, Miinnich F. Gimn., IV. o. t.) megmutatta, hogy a vz + /y + /= kifejezés arra a
P* pontra nézve maximaélis, ahol azok az AA*, BB*, CC* Ceva-szakaszok futnak ssze, amelyekre nézve A™ az AA;
szOgfelez6 A1 végpontjanak tiikorképe a BC oldal felezGpontjara nézve és B*, C* az ugyanigy keletkez6 pontok. A
bizonyitasban felhasznalta azt a cikket is, amely lapunk 1984. oktéberi szamaban jelent meg, akarcsak ez a feladat.

<zj:1 um)z = <zj:1 "%> (zn; ”1'2> (n>2).

Valodban, a jobb és a bal oldal kiilonbsége n = 3 esetén igy alakithato:

LAz egyenlGtlenség altalaban igy szol

(u1v2 — ugv1)? + (ugvs — ugv1)? + (ugvs — ugwe)? > 0,

innen lathato, hogy egyenlGség akkor és csakis akkor teljesiil, ha van olyan A(# 0) szdm, hogy minden i-re v; = Au;. (Lasd pl. Szakkori
feladatgytijtemény 435. feladat.)



