I. megoldas. Jeloljiik b-vel az xyz szorzatot és a-val az x + y + 2z Osszeget! Ha b = 0, akkor x, y, z valamelyike,
mondjuk z is nulla. A 4ayz = (z + y)(xy + 2) egyenlet ekkor igy alakul :

0=2y, vagyis y=0.

Ugyanigy kapjuk, hogy z = 0, ebben az esetben tehat az 1 = y; = 21 = 0 megoldast kapjuk. Hasonlbéan erre a
megoldasra vezet az y = 0 és z = 0 feltétel is, csak akkor a 4dzyz = (y + 2)(yz + 2), illetve dzyz = (2 + z)(zz + 2)
egyenletet hasznaljuk.

A tovabbiakban feltessziik, hogy b # 0, vagyis z, y, z egyike sem nulla. Egyenletrendszeriinket most igy irhatjuk
fel:

4b:(a—z)<g+2),
4b = (a —y) <§+2),

4b_(a—x)<g+2).

Vagyis ha a-t és b-t mar ismerjiik, akkor x, y és z a kovetkezd egyenlet megoldasai koziil keriilhet csak ki :

b

(2) 4b:(a—u)<—+2).
u

Ez az u # 0 esetén ekvivalens a

(3) 2u? 4 (5b — 2a)u —ab =0

mésodfoki egyenlettel, amelynek féegyiitthatdja nem nulla. Egy ilyen egyenletnek legfoljebb két kiilonbo6z6 megoldasa
lehet, x, y, z koziil tehat legalabb kettd egyenld.
Ha x = y = z (és persze nullatol kiilonboznek), akkor (1) a

4o = 2x(2? + 2)
alakra egyszertisodik. Most oszthatunk 2z-szel, rendezés utan z2 — 2 = 0, amibol két tovabbi megoldast kapunk :

$2:y2222:\/§,
56323/3:23:—\/5-

Marad még az az eset, amikor x, y, z koziil kettd (pl. x és y) egyenls és a harmadik kiilonbozik tolik. Ekkor x és
ab

z is kielégiti (3)-at, igy a két gyok x és z. A gyokok és egylitthatok kozotti Osszefliggés alapjan zz = 3 Tudjuk,
hogy b= zyz, a = +y+ 2 és . = y, tehat b = 2?2, a = 22 + 2. Ezt beirva
222(2x + 2)
T2 =

Feltettiik, hogy x és z nem nulla, tehat oszthatunk zz-vel, rendezés utén
(4) 222 + x2 +2 = 0.

Masrészt az egyenletrendszer elss egyenletébe az = = y Osszefiiggést helyettesitve 4222 = 2x(2*4-2). Megint oszthatunk
2z-szel, a rendezés utan
z? —2x2+2=0.

Ehhez (4) kétszeresét adva 522 + 6 = 0 adodik, aminek nincs megoldésa a valos szamok kozott. Belattuk tehat, hogy
ebben az esetben nincs megoldés.
Egyenletrendszeriinknek tehat csak az

T1=y1=21=0, To=y2=2=V2, w3=yz=23=—V2

szamharmas tehet eleget. Kdnnyen ellenérizhetd, hogy e hdrom szadmharmas valéban megoldésa is az egyenletrend-
szernek.

IT. megoldas: Az (z + y)(zy + 2) = (y + 2)(yz + 2) egyenletbdl rendezés utan az

(5) (x—2)* +ay+yz+2)=0



egyenlethez jutunk. Hasonl6éan kapjuk az

(6) (z—y) (2 +az+yz+2)=0

(7) (y—2) " +ay+22+2)=0

egyenleteket. Ha z, y, z mindegyike kiilonb6z6 volna, akkor az egyenletek bal oldalan a maéasodik zardjelben &llo
kifejezéseknek kellene nullanak lenniiik, de akkor ezek Gsszege is nulla volna, holott ezek Osszege éppen (x4 y+ 2)2 +6,
ami biztosan pozitiv. x, y, z koziil tehat legalabb kettd egyenls. Ha példaul x = y # z, akkor (7) bal oldalan a masodik
zardjelben all nulla, tehat

0=a?+ay+rz+2=20"+22+2.

Masrészt a 4ryz = (x + y)(xy + 2) egyenlet 2 = y esetén 42?2 = 2z(2? + 2), azaz
2x(x* +2 —222) =0
lesz. Az I. megoldasban mar lattuk, hogy = 0 esetén az
rp=y=2=0

megoldashoz jutunk. Ha = # 0, akkor a
202 + 12 +2=0,
2?2 —2224+2=0

egyenletrendszerhez jutunk, aminek (mint lattuk) valos szdmok kozott nincs megoldasa. Maradt tehat az az eset, ha
=y =z#0, ekkor az
$2:y2:2'2:\/§ éSELZ Ig:y3223:—\/§

megoldéasokat kapjuk. Egyenletrendszeriinknek tehdt harom megoldéasa lehet, s ez a harom szamharmas meg is felel.



